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1. 

Aflgemeine Eigenschaften der algebraischen Cnrven. 

(Vom Herrn Professor /. Steiner zu Berlin.) 

(Abgedruckt aus dem Monatsbericht der hiesigen Akad. der Wissejis. YOtn Augast 1848.)*) 



In der Gesammtsitzung der Akademie am 10. August 1848 wurde von 
Herrn Steiner eine Abhandlung Ober „allgemeine Eigenschaften der alge- 
braischen Curven'' vorgelegt. 

Diese Curven v^rerden darin nach- Grad und Classe aufgefafst; das 
Wesen der Doppel- und Rflclikehrpuncle, der Doppel- und Wendetangenten 
wird erläutert und die gegenseitige Abhängigkeil dieser Elemente und des 
Grads und der Classe wird nachgewiesen. Bezeichnen y und k beziehlich 
den Grad und die Classe einer Curve, K^ z= ^^^ ferner d und r die Zahl 
ihrer Doppel- und RQckkehrpuncte, so wie f und w die Zahl ihrer Doppel- 
und Wendetangenten, so hat man die drei Gleichungen 

aO Jf(SI-i) = Ar+2rf4-3r, 

(2.) k{k — \) = ^4.2<-f3w, 

(3.) 3^(^-1) = 6rf+8r-fii^, 
aus denen, wenn von den darin enthaltenen 6 Gröfsen irgend drei gegeben 
sind, die drei übrigen gefunden werden; was somit auf 60 Formeln fahrt. 

Bei Beslimmung der Curven durch gegebene Puncto ergiebt sieb der fol- 
gende bekannte Satz als 

Erster Fundamentalsatz: 

„Durch beliebige gegebene \n{n-\'Z) — 1 Puncte a^ geht eine fiit- 
zählige Schaar Curven n^ Grads, A'*, und alle diese Curven gehen 
nebstdetn nothwendig noch durch andere ^{n—\){n — 2) bestimmte Puncto 
Ho 9 90 dafs sie ein Curvenbüschel B(A'') mit n^ gefneinschaftlichen Schnitt^ 
puncten a bilden.'''' Die Puncte rii heifsen die bestimmenden, die Puncte Oq 
die nothwendigen, und beide insgesammt, die n^ Puncte a heifsen die Grund^ 
puncte des Baschels B{A''). 

*') Dieser Monatsbericht vrird vornehmlich aus dem Grunde hier abgedruckt, weil 
auf die darin enthaltenen Erklärungen und Sfitze in der nachher folgenden Abhandlung 
vielfach verwiesen wird. 

Crelle*8 Journal f. d. M. Bd. XLVn. Heft t. 1 
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Dieser Salz ist für die Betrachtung der Curven eine.r der wesentlichsten 
und fruchtbarsten, indem er zahlreiche Folgerungen gewfihrl. Dahin gehört 
unter andern.die Erzeugung der Curven durch CurvenbOschel niedrigen Grades, 
ganz analog, wie die Kegelschnitte durch projectivische Strahlbflschel erzeugt 
werden. Ferner eine grofse Reihe von Sätzen über gegenseitige Berührung 
der Curven, wobei sich insbesondere verschiedene merkwürdige Eigenschaften 
der 28 Doppeltangenten der Curven 4^''" Grads ergaben. 

Über die Polaren werden einige neue weiter gehende Gesicblspuncle 
aufgestellt, die zu einer Menge neuer Resultate fahren. 

Werden aus einem beliebigen Puncto P an eine gegebene Curve A" 
(die Basis) Ti^genten gelegt, so liegen die n(n—i) Beröbrungspuncte in 
einer Curve A"'^-^ und werden aus demselben PuncI P an diese neue Curve 
Tangenten gelegt, so liegen die (n — t)(it — 2) BerQhrungspuncte eben so in 
einer Curve A"""^; und wird so fortgefahren, so erhält man die aufeinander 
folgenden Curven A'"'\ ii''"% -4""% ... -4*, A\ welche die successicen Po-- 
laren des Puncts P in Bezug auf die Basis 4% und zwar nach der Reihe 
die 1% 2% 3^ ..., (n — 2)*% (n— If Polare genannt, und die in Zeichen 
wie folgt, dargestellt werden 

{P^iA'^A"''', (P),:J'' = J*«-'; (P),.:^" = J"-^; (P)_,:^* = ^'; 

(P)..i : A^ = A\ 

wobei also z. B. (P)^:-4'' = -4''~' heifsl: die a:*** Polare des Puncts P in 
Bezug auf die Basis A" ist eine Curve vom (w — ar)'*" Grad, = J"-*. Die 
(n — 2)** Polare A^ ist ein Kegelschnitt und die (n— 1)'* Polare A"^ ist 
eine Gerade. 

Bewegt sich der Pol P in irgend einer Linie L (Directrix), so wird 
jede seiner Polaren, wie etwa die x^^ eine continuirliche Schaar Curven A""^, 
oder S{A'*'^^)^ durchlaufen, die irgend eine Curve umhüllen, welche die x^^ 
Polar "Enveloppe E^ des bewegten Pols P, oder schlechthin die x^* Po^ 
lare der Leitlinie L in Bezug auf die Basis A'' genannt wird. In Zeichen 
wird dies wie folgt ausgedrüclit: 

(4.) (L),:^" = S(J'«-') = A\. 

Ist die Directrix L eine gegebene Curve, etwa vom r'*" Grad, = D% 
so ist auch der Grad jeder ihrer Polaren Ei^ E^^ ... E„^i bestimmt, nämlich 
es ist allgemein 

(5.) {D% : A^ = C^^""'""'''""'^; 



/• Steiner, allgemeine Eigenschaften der algebraischen Curven. 3 

d. b. : „Die x^ Polare der Curve D'^ in Bezug auf die Basis A" ist 
eine Curve E^ vom r(r-f 2ar — 3)(n — a^)'*" Grad;'' oder: „Bewegt sich 
der Pol P in der Curve D'', so ist seine x*^ Polar - Enveloppe E^ eine 
Curve vom genannten Grade.'' 

Für die erste und letzte Polare, also für x=\ und x = n — 1 bat 
man insbesondere 

(6.) (ÖOi:^'' = ß^'"'^^"''^ 
und 

(7.) (ÖO-i : A" = £?;ir'"-'^ ; 

ist dagegen r = l, also die Directrix eine Gerade D^, so hat man (5.): 

(8.) (Z)%:.ä- = £;i^'-'>^"-^ 
und fära?=l und x=^n — 1 kommt 

(9.) {D'^iA^^E^; 

und 

(10.) {D')„^, : J« = E^ir'' = S'-S 

d. b. ^yBewegl sich der Pol P auf einer Geraden D^ (9.) , so ist seine 

erste Polar ^ Enveloppe vom Nullten Grad, Ei^ was anzeigt, dafs die 

8{A*^^) sich in {n — 1)^ Punoten a schneiden, auf welche sich die Enpe^ 

loppe^ reducirt, oder dafs die Schaar Polaren Jf*"* in ein Büschel B{A'"^^) 

übergehen;" und (10.) ,,die (n — 1/^ Polare einer Geraden D^ in Bezug ßvf 

die Basis A" ist eine Curve vom 2{n — 2/'" Grad und von der (n— 1/'" 

Classe g"-*/* 

Fär die Belracbtung der Polaren dient der folgende, allgemein bekannte, 

Satz als 

Zweiter Fundamentalsatz : 

„Nimmt man, in Bezug auf dieselbe Basis A", von zwei beliebigen 
Puncten P und Q die ersten Polaren, seien diese P"""* und ©"""^ und 
nimmt sodann verwechselt die erste Polare von P in Bezug auf die 
Curve Q""^ und die erste Polare von Q in Bezug auf P^^\ so sind 
diese beiden Polaren eine und dieselbe Curve R""^; oder in Zeichen: 

(11.) ((?), : Un : ^1 = (n : [((?)i : ^"] = R"''' 
Dieser Satz ist ebenso folgenreicb, wie der obige. Durch wiederholte 
Anwendung desselben folgt zunächst, dafs 

Eine andere Folgeraog ist: 
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„Liegt der Punct Q in der x^" Polare von P, also in P""", so 
geht die (n — a?)** Polare von Q, also (?*, durch den Punct P." Ebenso 
folgt daraas der schöne Reciprocitätasatz : 

^yHat die a?'* Polare eines Puncts P, also P""^, wMn Doppel^ 
punct Q, so hat auch umgekehrt die (n — x—iy* Polare des letztem, 
d. f. Ö'^S jenen Punct P zum Doppelpunct^ 

Die Doppelpuncte der Polaren spielen eine wesentliche Rolle, wie aus 
dem folgenden Beispiel zu ersehen ist. 

• „Der Ort desjenigen Puncts P, dessen erste Polare , P'*"^, einen 
Doppelpunct Q hat, ist eine Cvrve vom 3(/i — 2}(n — 2)**'' Grad 

und der Ort des Doppelpunets Q ist eine Curve vom 3(n — 2)^" Grad 

diese letztere Curve Qq ist also zugleich auch der Ort desjenigen Puncts Q, 
dessen (/i — 2/'' Polare, Q'^^ einen Doppelpunct P bat, und jene erste Curve 
Po ist der Ort dieses Doppelpunets. Die Polare Q^ ist somit ein Kegelschnitt, 
der aus zwei Geraden besteht, die sich in P schneiden. Die Curven Po und 
Qo werden, nebst andern, confugirle Kern-- Curven der Basis Ä"" genannt. 
Sie haben unter andern folgende Eigenschaften: 

„Die Curve Qo geht durch die 3n(ii — 2) Wendepuncte der Basis 
A'*, wogegen die Curve P« alle Wendetangenten derselben berührt.''' — 
„Die Curve Po ist von der 3(« — l)(n — 2/"* C lasse; und von gleicher 
Classe ist, im Allgemeinen, diejenige Curve ito, welche von der Geraden 
PQ umhüllt wird; diese Curve R^ berührt ebenfalls die Wendelangenten 
der Basis A";'' etc. — „Die (« — !/' Polare von jeder beliebigen Curve D'^, 
d. I. Z>'<'^+''»-^^ (7.), berührt die Kerncurve Pq in 3r(ii~2) Puncten;'' etc. — 
,yDie Kerncurve Pq hat 

3(11 — 2) (4w — 9) Wendetangenten, 
i (ß — 2) [(3/1^ -)- 1 ) (n — 4} -f 28] Doppeltangenten, 
12(» — 2)(n — 3) Bückkehrpuncte, und 
|(n — 2)[3(n — 3)' — 14(n-2)-f 11] Doppelpuncte^ 
„Sind Pi und Pj irgend zwei solche Puncte, deren erste Polaren 
Pl"^ und Pl"^ einander in irgend einem Puncte X berühren sollen, so 
mufs die Gerade P1P2 allemal die Curve P^ in irgend einem Puncte P 
berühren, und so ist der Punct X der zu P reciproke Pol Q und die 
Gerade PQ ist Jüe gemeinsame Tangente jener Polaren im Puncte X=0. 
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Also können alle ersten Polaren Pp^ 1*2"*, . . • einander nur in solchen 
Puncten Q berühren, welche in der Kerncurve Qq liegen, und somit ZU'^ 
gleich Doppelpuncte von einzelnen derselben sind. Jeder Tangente PP^ 
der Curve Po entspricht ein Büschel erste Polaren (9.), B(Pi^^)^ die 
sich m einem und demselben Puncte Q berühren, welcher der reciproke 
Pol zt/m Berührungspunct P der Tangente ist. Ist PP^ insbesondere 
eine fVendetangen/e der Kerncurve Pf, so oscuUren sich ihre Polaren 
B{Pl''^) in Q; und ist PP^ eine Doppeltangente von P^^ so berühren 
sich die Polaren Ä(P?~*} in zwei verschiedenen Puncten Q. Ist ferner 
insbesondere P ein Doppelpunct der Curve Pq, so hat seine erste Polare 
P""^ zwei Doppelpuncte Q, und somit giebt es eben so viele erste Polaren, 
^welche zwei Doppelpuncte hohen, als die Kerncurve Pq Doppelpuncte 
hol;'' u. s. w. 

Die gesammlen ersten Polaren P""*, PpS Pi~\ . . . bilden ein soge- 
nanntes Netz, welches durch irgend drei derselben (die nicht zu einem Büschel 
gehören) beslimml ist, und wodurch dann auch die Basis A" bestimmt wird. 
Haben die drei gegebenen Curven gemeinschaftliche Puncte [1, 2, 3, ... bis 
höchstens i(»— l)('t-f 2) — 2], so sind dieselben Doppelpuncte der Kern- 
curve Qq. Daher ist z. B. der Ort der Doppelpuncte (oder der Be- 
rührungspuncte) aller Curven P^, welche durch dieselben gegebenen 
•^x{X'\-S) — 2 Puncte d gehen, eine Curve Q^^'"'^^ welche die Puncte d 
zu Doppetpuncten hat. Sollen die Curven P"" durch \x(X'\'S)—i 
Puncte d gehen, so bilden sie ein Büschel B{P'') und dann haben sie 
zusammen 3(x*— 1}^ Doppelpuncte. 

Über die obigen Polaren (Polar- Enveloppen) wird bemerkt, dafs wenn 
man eine derselben zur Direclrix annimmt, ihr ebenfalls eine Reihe Polarcurven 
entsprechen, von denen die eine vorzugsweise ihre reciproke Polare genannt 
wird. Nämlich wird von der x^^" Polare einer Curve D"^, also von (5.) 

die (n — ar)**, d. i. die reciproke Polare genommen, so möfste diese die ge- 
^eljene Curve D*" sein; nach der allgemeinen Formel (5.) ist sie aber, wenn 
r(r-|-2j?— 3)(ii— a?)=* gesetzt wird, eine Curve vom s[s -{- 2(n—x) —3]x^'' 
Grad. Hier ist also der scheinbare Widerspruch noch auffallender^ als bei der 
gewöhnlichen Polarität, wo die Basis nur ein Kegelschnitt, und für welchen 
Fall er durch Poncelet aufgeklärt worden. Hier wird das Paradoxon wie 
folgt erklärt. 
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Die erste Polare von JO^ in Bezug auf die Basis A", ist jE?^'^'^"*^^*"*^ 
und für die (n— l)**" Polare von dieser giebt die Formel (7.) 

f7^ I (r-l)(i-l)[r(/wi)(n -. J)+2«-5J 

statt dafs sie, vermöge der Reciprocilät, blofs die ursprüngliche Curve D"^ geben 
sollte. Dieses Wundersame klärt sich nun dadurch auf: dafs die Curve E„^i 

1) aus (n—if Mal der Curve JO'' nebst deren 3r(r — 2) Wendetangenten 
und 4-^(^— 2) (r^— 9) Doppellangenten, wobei noch jede WendetaDgenle 
als eine 3fache und jede Doppeltangente als eine 2fache Gerade zu 
zählen ist, also aus (n— 1/ X (Z>'^+2rf+3M^), und 

2) aus den 3r(r— l)(n— l)(n— 2) gemeinschaftlichen Tangenten der Curve 
D'* und der Kerncurve Po 

besteht. 

Eine gegebene Curve Q'f kann von den Curven eines in derselben 
Ebene gegebenen Büschels B{PP) in q{q -{- 2p — S)?unclen R berührt w^er- 
den, welche allemal mit den 3(p — if Doppelpunclen des Büschels B(P^) 
zusammen in einer Curve R'f'^^p^ liegen. — Sind in derselben Ebene irgend 
zwei Curvenbüschel B{P'') und B(Q'f) gegeben, so ist der Ort des Puncls JR^ 
in welchem sich je zwei Curven beider Büschel berühren, eine Curve vom 
{2p'\-2q — 3}*''" Grad; und die Anzahl derjenigen Puncto /ii, in welchen 
sich zwei Curven P^ und Q'f beider Büschel osculiren, ist 

= HiP + 9)(P + 9-^) + 2pq'\-b]. 
Sind in einer Ebene drei beliebige Curven-Bflschel B{PP), B(Q'f) und B{R') 
gegeben, so ist die Zahl derjenigen Puncto, in welchen je drei dieser Curven 
einander berühren, im Atigemeinen 

Für die Curven 3*'"' und 4^^" Grads insbesondere ergeben sich aus der 
obigen allgemeinen Betrachtung viele, zum Theil ganz neue interessante Ei- 
genschaften, wie leicht zu ermessen. Namenilich Ireten hier wiederum eigen- 
thümliche Relationen der 28 Doppeltangenten der Curve 4*'''' Grads hervor, 
ein Gegenstand, über welchen bisherige Bemühungen noch yvemg ermittelt 
haben. Über die Curve 3*^" Grads bieten sich noch mehr specijeije Fille dar; 
dabei wird nachgewiesen, dafs das eigentliche Wesen vieler ihrer Eigen- 
schaften vornehmlich auf der sogenannten Involution beruht. 

Durch verschiedene C.orrelationssysteme werden theils analoge Resultate, 
wie durch die Polarität, theils aber auch neue Sätze über Curven gewonnen. 



2. 

Über solche algebraische Curven , welche einen Mit- 
telpunct haben, und über darauf bezügliche Eigen- 
schaften allgemeiner Curven, so wie über geradlinige 

Transversalen der letztem. 

(TheiU Auszug, theils Krweiternng eines am 26. Mai 1851 in der Akademie der Wissenschaften 

gehaltenen Vortrags.) 

(Vom Herrn Professor J. Steiner, zu Berlin.) 



JLrie Curven zweiten Grads haben schon an sich Millelpuncte, es ist 
eine ihnen inwohnende Eigenschaft. Anders verhfilt es sich mit den Curven 
höherer Ordnung. Wohl besitzen noch die Curven dritten Grads die Eigen- 
schaft, dafs sie sich durch Projection in solche umwandeln lassen, welche 
Mittelpuncte haben; wogegen alle höheren Curven gewisse Beschränkungen zu 
erleiden haben, wenn ihnen die Eigenschaft eines Mittelpuncts zukommen soll. 

Unter „Mit telpunct ^^ einer Curve m**" Grads, C*^, wird ein solcher 
in ihrer Ebene liegender Punct 37t verstanden, welcher die Eigenschaft hat, 
dafs jede durch ihn gezogene unbegrenzte Gerade S, die Curve in solchen 
m Puncten schneidet, welche paarweise gleich weit von ihm abstehen, so dafs 
also die Scbnittpuncte auf beiden Seiten von jenem Puncto Wi gleich verlheilt 
sind, und jedem Punct p auf der einen Seite ein anderer pi auf der entge- 
gengesetzten Seite, in gleichem Abstände von S)?, entsprechen mufs und sein 
„GegenpuncC'* genannt wird. Hiernach möchte es scheinen, als könne eine 
Curve C'^ nur dann einen Mittelpunct Wt haben, wenn ihr Gradexponent m 
eine gerade Zahl ist, etwa tn=z2fi, weil nur dann in jeder Transversalen «S' 
zu beiden Seilen von 27{ gleichviel Schnitte liegen können, was dagegen, 
wenn m ungerade, 171 = 2v — 1, nicht möglich ist. Indessen wird dieser schein- 
bare Einwand dadurch beseitigt, dafs im letzlern Falle ein einzelner Schnilt- 
punct im Mittelpuncte ^ selbst liegt, somit ein Zweig der Curve C^'"^ durch 
ihren Miltelpunct selbst geht, wobei alsdann auf jeder Seile von diesem noch 
y — 1 Schnitte liegen, die sich paarweise als Gegenpuncte entsprechen; jener 
besondere Punct aber mufs nothwendig ein Wendepunct der Curve (T'"'^ sein. 
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In besondern Fällen kann die Curve C'^ auch öfter durch ihren eige- 
nen Miltelpuncl Wt geben, und zwar verhd]t es sich damit, wie folgt. Ist 
fii=2^it^ so können insbesondere gleichzeitig 2, oder 4, oder 6, etc. Zweige 
der Curve C^^ durch Wt gehen, d. h. sie kann ihren Miltelpunct Wt zugleich 
zum vielfachen Puncte haben, jedoch nur zum 2, 4, 6, ..., 2(^ — l}fachen. 
Und ist w = 2y— 1, so mufs nothwendig ein Zweig der Curve C^"^* durch 
ihren Miltelpunct Wt gehen, aber es können insbesondere auch 3, 5, 7, ... 
Zweige durch denselben gehen, wo er dann ein ebenso vielfacher Punct von 
ihr ist. In beiden Fällen sind die Tangenten im Mittelpuncte 9)2 höherer Art, 
nämlich sie sind zugleich Wendetangenten der respectiven Zweige, und haben 
somit, wenn x Zweige durch Wt gehen, daselbst :r-f 2 Puncte mit der Curve 
gemein, was als eine (ar-j-2)punctige Berflhrung anzusehen ist. 

§. 2. 
Zur Bestimmung solcher Curven C*^, welche Mittelpuncte haben, durch 
gegebene Puncte, kann entweder 1) der Miltelpunct 3)1 selbst gegeben werden 
und nebstdem noch eine genügende Anzahl andere Puncto p, durch welche 
die Curve gehen soll; oder es können 2) blos solche beliebige Puncte p, 
durch welche die Curve gehen soll, gegeben und dazu verlangt werden, dafs 
dieselbe einen Mitlelpunct 3)t haben mQsse, dessen Lage dann durch jene 
Puncte erst bedingt wird. Bei dieser Bestimmung, so wie schon vorhin (§. 1.) 
und auch in der Folge, macht sich der Umstand geltend, ob der Grad- 
exponent 1/1 eine gerade oder eine ungerade Zahl, also ob a) m = 2fi, oder 
ß) m = 2v — 1 ist; denn danach scheiden sich die Sätze folgendermafsen : 

„Ist der Miftelpunct Wt gegeben, so ist 

a) Die Curve C'^ bestimmt durch (iW-|- 1)' — 1 =^m(m-f 4), 
(f) Die Curve C"'"^ bestimmt durch i/(i/4-l) = |[wi(m-f 4)— 1] 

beliebige andere gegebene Puncte p, durch welche sie gehen sollj*^ *) 



'^) Zur Bestimmung der Curven, welche Mittelpuncte haben, bietet die Gleichung 
derselben ein anschauliches und bequemes Mittel dar. Wenn nämlich die in beliebig 
schiefwinkligen Coordinaten, nach den Dimensionen der Veränderlichen (x und y) ge- 
ordnete Gleichung einer Curve C'^j von der höchsten Dimension abvirärts nur die ab- 
wechselnden Dimensionen enthält, alle übrigen gleich Null sind, wenri^ somit die Gleichung 
von der Form 

ßm^ Dm-2 I Um-4^ .... ^Dm-2a+2^ ....=: 

ist, so hat die Curve allemal den Anfangspunct zugleich zu ihrem Mittelpuncte 9)}. Werden 
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Da im Allgemeinen eine Curve m'"' Grads durch 

y) iri»(m-f.3) 
Puncle p bestimmt wird, so sieht man, wieviele bestimmende Puncle p durch 
den gegebenen Miltelpunct verlrelcn werden, ndmiieh 
„Der MHlelpunct SOf oeriritl 

«") bei C'«": /^(^i 1) = i »*(//»+ 2), 
(}') bei C^»^-^: v" = U'^(''» + 2)+ 1] 

bestimmende Puncle p^ 

Aber der gegebene Miltelpunct bedingt noch mehr; denn mit ihm sind 
auch zugleich alle Gegenpuncte /^i zu den gegebenen Puncten p bestimmt 
oder als gegeben anzusehen, durch welche die Curve nothwendig ebenfalls 
geht, so dafs also zusammen beziehlich (a und /^) 

^i/i(f/*-f-2) und \im{m^2)^\^ 
Puncto p und p^ gegeben sind, somit mehr, als die Beslimnriung der Curve 
im Allgemeinen erheischt oder zuläfst (;^), und zwar sind 

für C'": fi = im, 

för C""-': y — 1 = i{m—i) 
Punote mehr gegeben, ohne dafs dadurch die Curve flberbestimmt wird. Den 
obigen Satz kann man danach auch so aussprechen: 

„Sind A/(/x+2)(=if/i(wi-f-4)), oder a^Cy+l)-! (— i[»»(»«+4)-1]) 
beliebige begrenzte Gerade oder Sehnen pp^ gegeben, die alle durch den^ 



die zwei Zahlformen von m unterscbieden, so hat man folgende zwei Gleichungen: 

I. D^i« + DV-a+02/'-*-f.....4.D*+D^ = 0; für CV, 

II. D^»'--' + D^''-3^|>V-* -(-.... -fD'+D* = 0; für (P^-K 

Je nachdem also der Gradexponent gerad oder ungerad ist, enthalt die Mitlel- 
puncls- Gleichung der Curve C'^ auch nur die Glieder von gerader oder ungerader 
Dimension , indem alle übrigen = sein müssen. In (I.) bezeichnet D^ das constante 
Glied. Dafs die Curve C^*"^ nothwendig durch ihren eigenen Mittelpunct geht, ist aus 
(II.) ersichtlich. 

Da jede Dimension ein Glied mehr umfafst, als ihr Exponent anzeigt, z. B. da 
D« die a^l Glieder 



ya^ y^-^X, y^-'^X^j .... yX^"^, X" 



J 



abgesehen von den Coefßcienten, umfafst, so ist die Zahl aller Glieder in den beiden 
Gleichungen 

in (I.): =(^ + l)*=H»»+2)S 

in (IL): = v(v-fl) = l(»w-f l)(»w+3). 

Daraus ist zu entnehmen, durch wieviele gegebene Puncto p eine Curve C*" bestimmt 
wird, wenn sie durch dieselben gehen und einen andern gegebenen Punct SR zum Millel- 
punct haben soll. 

CreUe's Journal f. d.M. Bd.XLVlI. Heft 1. 2 
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selben Puncto ifehät fiel werden, so liegen ihre 2fi{f^t-\'2)oder2v{y-\-\)—2 
Endpnncfe p und //i allemal in einer durch sie bestimmten Curce C^f 
oder C^""*, welche den Punct 9R zum Mittetpunct haty 

§. 3. 

Ldfst man von den genannten Sehnen ppi eine weg, so ist die Curve 
durch die Endpuncte der übrigen nicht mehr bestimmt, aber durch jeden 
Punct p^\ den man frei annimmt und durch den sie gehen soll, wird sie be- 
stimmt (weil dann nebst 3)t wieder eben soviele p gegeben sind, wie vorhin), 
so dafs also unendlich viele Curven C'^ durch diese Qbrigen Endpuncte möglich 
sind, die ^ zum Mittelpunct haben. Aber alle diese Curven schneiden ein- 
ander, aufser den Endpuncten der Sehnen, noch in anderen bestimmten Puncten 
q und y,, deren Zahl beziehlich 2(/t— 1)' und 2(v — l)(i' — 2)-f 1 ist, so dafs 
sie ein CurvenbQschel B^C"") mit //t^ Grundpuncten bilden (s. den obigen Monats- 
bericht). Die neuen Puncto sind eben so paarweise die Endpuncte von Sehnen y^i, 
welche ihre Mitten inWl haben; und im zweiten Falle, wo m = 2v — 1, liegt 
der ungerade oder einzelne Puncto etwa y,,, in 3)1 selbst. Also: 

„Sind fi{,U'\'2)—i oder v(y'{-i) — 2 beliebige Sehnen ppi gegeben, 
die alle durch denselben Punct ^ gehälflet werden, so gehen durch ihre 
Endpuncte ein Curvenhüschel B{C^'*) oder Ä(C^'""*), welche alle den 
Punct 5W zum Mittelpunct haben, und deren übrige 2{fi — 1)^ oder 
2(y — 1)(v — 2)4-1 gemeinschaftliche Schniltpuncte (q und q^) ebenfalls 
paarweise die Endpuncte solcher Sehnen qqi sind, die ihre Mitten in Sift 
haben. Im zweiten Falte liegt der einzelne Punct q^ im Mittetpuncte 3)t 
selbst, so dafs alle Curven des Büschels B{C'^'"'^) durch ihren gemein^ 
samen Mittelpunct gehen, der zugleich ein Wendepunct von jeder ist^ 

So gehen also z. B. durch die vier Endpuncte zweier Sehnen pp^ ein 
Kegelschnitt-BOschel B{C^\ welche alle 9)7 zum Mittelpunct, die beiden Sehnen 
zu Durchmessern, aber weiter keinen Punct gemein haben, weil 2(jU — 1)^=0, 
wenn ^==1 ist. Durch die 8 Endpuncte von 4 Sehnen ppi gehen ein B(C^)^ 
die noch einen 9^"" Punct ^o gemein haben müssen, welcher der Mittelpunct 3)t 
selbst und zugleich Wendepunct von jeder ist. Durch die 14 Endpuncte von 
7 Sehnen ppi gehen ein B{C*)^ welche SR zum Mittelpunct haben und sich 
noch in den Endpuncten einer neuen Sehne qqi schneiden, die gleichfalls ihre 
Mitte in Wl hat; u. s. w. 

Einige andere Eigenschaften der obigen CurvenbQschel treten weiter 
unten gelegentlich hervor. 
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§. 4. 
Zam Behuf späterer Betrachtungen mag hier bemerkt werden, dafs 
eine Curve C""^ weiche einen Mittelpunct hal, auch in solcher specieller Form 
erscheinen kann, wo sie aus verschiedenen Theiien besteht. So kann z. B. der 
Kegelschnitt C^ 

1 ) Durch zwei sich schneidende Gerade A und B vertreten werden, 
deren Schnitlpunct als Mittelpunct Wt anzusehen ist; oder 

2) Durch zwei parallele Gerade, il # B, wo dann der Mittelpunct 
unbestimmt bleibt, nämlich jeder Punct sein liann, welcher von A und B 
gteichweit absteht, also eine dritte Gerade C zum Ort hat, die mit A 
und B parallel und in der Mitte zwischen ihnen liegt. 

Gleicherweise kann eine Curve (P, welche einen Mittelpunct haben 
soll, insbesondere durch folgende Elemente vertreten werden. 

1) Durch einen Kegelschnitt C^ und irgend eine durch seinen 
Mittelpunct gehetide Gerade CS wobei der Mittelpunct ^ von C^ auch 
zugleich als Mittelpunct von C^ (== C -f C*) anzusehen ist. (Gilt also 
auch, wenn C^ eine Parabel und C^ irgend ein Durchmesser derselben ist.} 

2) Durch drei Gerade und zwar a) durch drei sich in einem 
Punct schneidende Gerade, wo dann dieser Punct selbst der Mittelpunct 
ist (hierin sind auch die zwei besondern Zustände inbegriffen, wo die drei 
Geraden parallel, oder zwei parallel und die dritte im Unendlichen); oder 
b) durch zwei parallele und eine sie schneidende Gerade, wobei die Mitte 
des von jenen beiden auf der letztern begrenzten Stücks der Mittelpunct 
ist; oder endlich c) durch drei parallele Gerade, wenn die eine gleich 
weit von Ven beiden andern absteht, wobei dann jeder Punct in der milt'- 
lern Geraden als Mittelpunct anzusehen ist. 

Analogerweise kann die Cuirve C* in Theile zerfallen ; u. s. w. 

§. 5. 
Die obige zweite Frage (§. 2.) verlangt zu wissen: „Wieviele be- 
liebige Puncte p dürfen höchstens gegeben werden, wenn durch dieselben 
eine Curve C'" gehen soll, welche einen Mittelpunct hat, der aber nicht 
gegeben w/." 

Man überzeugt sich leicht, dafs unter dieser Bedingung nur zwei Puncte p 
mehr gegeben werden dürfen , als im obigen Falle (§. 2.) , wo der Mittel- 
punct ^ selbst mit gegeben war. Denn sobald nur ein Punct, etwa g, mehr 

2» 
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gegeben, so kann ^7^ schon nicht mehr beliebig liegen, sondern mufs sich 
auf einen Ort beschränken, der irgend eine Curve 9)2^ sein wird; und wenn 
man statt ^ einen andern beliebigen Punct r als gegeben annimmt, so wird 
der Mittelpunct SR der Curve C'^ einen andern Ort, etwa 2Rf, haben; und 
soll nun eine Curve C"" durch beide Puncle q und r gehen^ so kann ihr 
Mittelpunct 2)f nur in einem den Orlscurven 9)7^ und ^f gemeinsamen Puncte 
liegen. Du diese Orlscurven sich aber in mehreren Puncten schneiden, so 
wird die Curve C'" nicht absolut bestimmt sein, sondern die gestellten Bedin- 
gungen werden mehrere Lösungen gestalten. Also: 

„Soll eine Curve C"* einen Mittelpunct haben, so ist sie 
a} als Cr^ durch /t(/A-f2)-f 2 = ;l[m(m + 4)-f 8], 
fi) als C^'"' durch j/(K-f-l)-f 1 = i[m(»t-f 4)4- 7] 
beliebig gegebene Puncte p bestimmt, jedoch nicht absolut bestimmt, sondern 
es finden im Allgemeinen mehrere Lösungen statt J*'' 

VVie es sich damit näher verhält, ist aus den nachfolgenden zwei ein- 
fachsten Beispielen zu ersehen. 

§. 6. 

Erstes Beispiel. Soll ein Kegelschnitte^ durch 4 gegebene Puncte 
Sp und (/ gehen, so ist der Ort seines Mittelpuncts 2)7 ein bestimmter anderer 
Kegelschnitt 2)2^; und soll C^ durch die 3p und einen anderen gegebenen Punct r 
gehen, so ist der Ort seines Mittelpuncts ein neuer Kegelschnitt Wt]. Nun schnei- 
den sich die beiden Örter ^'^ und ^] zwar in 4 Puncten: aber von diesen 
4 Puncten besitzt nur einer die Eigenschaft, dafs er der Mittelpunct Wt eines Kegel- 
schnitts C^ ist, welcher durch die 5 Puncte Sp, q und r geht; die drei äbrigen 
haben diese Eigenschaft nicht, denn sie sind die Mitten der Seiten desjenigen 
Dreiecks, dessen Ecken die 3p sind, und hängen somit von diesen 3p allein ab. 
Nämlich bezeichnet man die 3p durch a, b, c, so geht bekanntlich der genannte 
Kegelschnitt ^^ durch die Mitten der 6 Seiten des vollständigen Vierecks abcq; 
und eben so geht ^\ durch die Mitten der 6 Seiten des vollständigen Vier- 
ecks aber: somit gehen beide durch die Mitten der 3 Seiten des Dreiecks abc, 
aber jede dieser 3 Mitten ist Mittelpunct zweier verschiedener Kegelschnitte (7^, 
wovon der eine dem Viereck abcq, der andere dem Viereck aber um- 
schrieben ist. 

§. 7. 
Zweites Beispiel. I. Die Curve CP ist durch den gegebenen Mittel- 
punct Wt und durch 5 Puncte p, durch welche die gehen soll, bestimmt; ist 
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nuD die Lage von ^ nicht gegeben, aber dagegen noch ein ß*^*" Punct q, 
durch welchen C^ gehen soll, so findet folgender Salz statt: 

,^Soll eine Curve dritten Grads, C^, durch gegebene 6 Pwicte 
bp und q gehen, und einen Mittelpuncl SDt haben, so ist der Ort des 
letztem eine Curve o'^" Grads, =SW^" 

Von dieser Ortscurve 9J2^ sind nachstehende 57 Puncto tbeils unmittel- 
bar gegeben, theils leicht zu construiren, indem sie die Milfelpuncle specieller 
Carven C^ sind. Nämlich die Curve ÜÄ* gehl: 

1) Durch die gegebenen 6 Puncfe selbst; denn jeden derselben 
kann man als SDl annehmen und verlangen, die Curve C^ soll durch die 5 
flbrigen gehen (§. 2.)- 

2) Durch die Mitten fi der 15 Geraden G, welche die gegebenen 
6 Puncfe paarweise verbinden; denn man kann die Mitte fi einer solchen 
Geraden G als S0t annehmen und verlangen, die C^ soll durch den einen 
Endpunct von G und durch die 4 flbrigen gegebenen Puncto gehen; so geht 
sie auch zugleich durch den andern Endpunct von G. 

3) Durch die Mittetpuncte m der 6 Kegelschnitte C^, welche ein- 
zeln durch je 5 der gegebenen 6 Puncte gehen. Denn ein solcher C^ und 
sein durch den ö**"" Punct gehender Durchmesser sind zusammen eine specielle 
C^, welche mit C^ den Mittelpunct gemein hat (§. 4.). 

4) Durch die Mittetpuncte m^ der 30 Kegelschnitte Cl^ wovon 
jeder einzeln durch 4 der gegebenen 6 Puncte geht und seinen Mittel- 
punct in der die 2 übrigen verbindenden Geraden G hat. Denn ein solcher 
Cl und die zugehörige G sind zusammen eine C^, welche durch alle 6 Puncte 
geht und mit Cl denselben Mittelpunct hat. In jeder Geraden G liegen 2 Mit- 
telpuncte m^. 

Dies sind zusammen 57 Puncte: 1) 5;?-f 9/ ^^ ^^f^i 3) ^^9 und 
4) 30 r/ii. 

In jeder der 15 Geraden G kennt man demnach alle ihre 5 Schnitte 
mit der Curve SS^\ nfimlich ihre zwei Endpuncte (2p, oder p und ^), ihre 
Mitte fi und die in ihr liegenden 2m^. 

Um die Bestimmung der 30 Mittelpuncte ihi deutlicher zu machen, 
bezeichne man die bp durch a, b, c, d, e. Je 4 der gegebenen 6 Puncto^ 
etwa a, b, c und d, bestimmen %G, deren Mitten, ^fi, in- einem Kegel- 
schnitte ^ liegen, welcher der Ort der Mittelpuncte aller durch n, b, c nnd d 
gehenden Kegelschnitte {Cl) ist (§. 6.), ond welcher somit die durch e und q 
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gehende G in den genannten 2w^ schneide!; ferner geht 3)?^ auch durch die 
Mitteipuncte, 2m, der beiden Kegelschnitte C^ welche beziehlich durch die 
5 Puncte abcde und abcdq bestimmt werden (3); folglich kennt man auch 
alle Schnitte des Kegelschnitts ^^ mit der Curve 2){% nämlich die genannten 
%fiy 2mi und 2w, zusammen =10 Schnitte. Es giebt im Ganzen 15 solche 
Kegelschnitte 3R'. 

II. Durch das Vorstehende (I.) Iflfst sich nunmehr auch leicht ent- 
scheiden, wieviele Curven CP, welche Mittelpuncle haben ^ durch 7 gegebene 
Puncto bp, (/ und r gehen. Denn soll die C^ nur durch die 6 Puncte 5p 
und r gehen, so ist gleicherweise^ wie vorhin (I.), der Ort ihres ftlittelpuncts 
^ eine neue Curve 3)Ii; und soll also C^ durch alle 7 Puncte zumal gehen, 
so mufs ihr Mittelpunct in beiden Ortscurven SEfl^ und 3)?j zugleich liegen, 
d. h. er mufs einer ihrer gegenseitigen Schnitte sein. Nun ist die Zahl dieser 
Schnitte =25; allein nach der obigen Auseinandersetzung befinden sich dar- 
unter 16 solche, welche der Forderung nicht genQgen können, weil sie von 
den bp allein abhängen, nämlich dieselben sind 1} die bp selbst, 2) 10 u, 
d. h. die Mitten der durch die bp bestimmten 10 Geraden G, und 3) ein m, 
der Mittelpunct des durch die bp gehenden Kegelschnitts 6^; denn durch diese 
16 Puncte gehen beide Ortscurven; daher bleiben fflr die Lage des Mitlel- 
puncts S)t der Curve C^ nur 9 Schnittpuncte übrig Dies begründet den fol- 
genden Satz: 

„Durch 7 gegebene Puncte in einer Ebene gehen, im Allgemeinen, 
nur 9 solche Curven drillen Gradn, welche Mittelpuncle habend 

Daraus schliefst man: a) Dafs unter den unendlich vielen Curven 
dritten Grads A^, welche durch beliebig gegebene 8 Puncte gehen, und 
somit einen Curvenbüschel B{A^) mit 9 gemeinschaftlichen Punclen bilden, 
sich im Allgemeinen keine befindet, welche einen Mittelpunct hat. b) Hat 
aber insbesondere eine der Curven einen Mittelpunct, so braucht deshalb 
von den übrigen keine einen Mittelpunct zu haben, c) Befinden sich 
insbesondere zwei darunter, welche Mittelpuncle haben ^ aber nicht con- 
centrisch sind, so kann von den übrigen keine einen Mittelpunct haben, 
d. h. „durch die Schnittpuncte zweier Curven J?, welche Mittelpuncle 
haben, aber nicht concentriseh sind, kann keine dritte gehen, welche eben^ 
falls einen Mittelpunct hat.'^ d) Weifs man von drei Curven A^, dafs 
sie 8 Puncte gemein haben und dafs jede einen Mittelpunct hat: so folgt, 
dafs sie concentriseh sein müssen, und dafs alte zu ihretn Büschel ye- 
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hörigen Curven ebenfalls Mif/elpuncte haben und mit ihnen concenlrisch 
sind, und dafs jene 8 (oder 9) Puncte die oben (§. 3.) beschriebene beson-- 
dere Laße haben müssen. — Analoges findet bei den höheren Curven slaU. 

§. 8. 

In Betracht der Ortscurve ^^ (§. 7. I.) sind durch besondere Wahl 
der gegebenen 6 Puncte, bp und q, oder a, b, c, d, e und q, zahlreiche 
specielle Fälle möglich, von denen einige hier kurz angedeutet werden sollen. 

I. Wenn die gegebenen 6 Puncte in einem Kegelschnitte C^ liegen, 
dessen Milfelpunct 3)Io heifsen mag: so vereinigen sich die. dort genannten 
6 Kegelschnitte C^ (§. 7. 1. 3.) alle in Cl und ihre sechs Hittelpuncte m in ^o- 
Da C^ mit jedem seiner Durchmesser CJ zusammen eine C^ vorstellt, welche 
durch die 6 Puncte geht und 3)to tjxm Miltelpunct bat: so folgt dafs Wl^ ein 
vielfacher Punct der Curve ^ sein mufs. — Oder, wenn der durch die 
5 Puncte a, b, c, d, e gehende Kegelschnitt C^ den 6*"^ Punct q zum Mittel* 
punct hat, so folgt eben so, dafs dann die Curve 3)^ den Punct q zum 
Doppelpunct haben mufs. 

IL Liegen von den 6 Puncten drei, etwa d, e und q, in einer 
Geraden B: so mufs ^ in diese Gerade und in eine Curve ^* zer^ 
fallen, so dafs ^ = B-\'W^. Denn jeder beliebige Punct 91 in der Ge- 
raden B ist Mittelpunot eines Kegelschnitts 91^ der durch die 3 Puncte a, b, c 
geht, und der also mit B zusammen eine Curve C^ repräsentirt, welche durch 
die 6 Puncte geht und ihren Mittelpunct 3)t in 9t hat ; so dafs folglich B zum 
Ort der Mittelpuncle SR gehört. — Die Curve SOt* geht durch folgende leicht 
angebbare 39 Puncte« 1) Durch a, b und c; 2) durch die Mitten u sowohl 
der ZG, welche die Puncte a, b, c unter sich, als der 9G, welche a, b, c 
mit dy e, q verbinden, also durch 12/Ci; 3) durch die Mittelpuncle m der 
3C*^, welche beziehlich durch die dreimal 5 Puncto abede, abcdq, abceq 
gehen; 4) durch 18 Puncte iiii, in welchen die vorgenannten 96r von 
den ihnen (wie oben §. 7. L) entsprechenden Kegelschnitten ^^ geschnitten 
werden; und ferner durch 3 Puncte f/ii, in welchen die vorgenannten ^G, 
d. i. ab, ac, bc beziehlich von 3 Geraden Ci, ^i, A^ geschnitten werden, 
die so bestimmt sind, dafs z.B. C, durch die Mitten fx der 3 Geraden rn/, ce 
und eq geht und die ab in mi triSFt. Demnach kennt man die 4 Schnitte von 
jeder der 15 Geraden ^G, 9G, il|, Bi und C| mit der Curve Wi*\ eben so 
die 8 Schnitte von jedem der 9 Kegelschnitte 9)?' mit ^\ 



16 2. Steiner^ dlgeb, Curvet^j welche Miiielp, haben, u.Eugcns. allgem. algeb. Curven. 

III. Liefen die 6 Puncte zu 3 und 3 in zwei Geraden, etwa 
a, b, c in Aj vnd d, e, q in B: so mvfs die Ortscurve 2)2^ aue diesen 
Geraden und aus einer Curve ^^ bestehen, so dafs 3Ä* = -4-]-Ä4- 9JP. 
Die Curve 3)2^ geht durch folgende, leichl construirbare, 27 Puncte. 1) Durch 
9fi, die Mitten der 9G, welche die Puncte in A mit denen in B verbinden; 
2) durch die 18 //ii, in welchen die 9Cr von den zugehörigen 927{^ geschnitten 
werden. Somit Icennt man die 3 Schnitte jeder der 9G mit 3)2^ Jene 9^ 
liegen auch zu 3 und 3 in 6 Geraden, ZA^ und 30|, wovon die 3Ji mit J^ 
und die 3B| mit B parallel sind. 

IV. Gehen von den 15 6r^ welche die 6 Puncte paarweise verbin- 
den, irgend 3 G, die zusammen alle 6 Puncte enthalten, etwa die 3 Geraden 
ab, cd und eq, durch irgend einen Punct N, so vertreten sie eine C^, deren 
Mittelpunct 3)? in AT liegt (§. 4.). Sind insbesondere die 3 Geraden ab, cd, eq 
parallel und liegt cd in der Mitte zwischen den beiden andern : so zerfallt 3)t^ 
in die Gerade cd und in eine Curve 2){% von der 46 Puncte leicht anzugeben 
sind, nämlich aufser a, b, e, q noch 10^^ 6m und 26mi. Sind zum zweiten 
Mal drei Gerade parallel und die mittlere gleichweit von den ätirsern entrernt, 
welche jedoch nur (wenn man sich bei jenen erstem ab, cd, eq die End- 
puncte a, c, e nach links und b, d, q nach rechts denkt) entweder a) die 
Geraden ac, be, dq oder /?) ae, cq, bd sein können: so mfissen nothwendig 
zum dritten Mal 3 Gerade dieselbe Eigenschaft haben, und zwar beziehlich 
(a) bd, uq, ce oder (/?) bc, be, ce. In beiden Fällen schneiden sich die 
3 mittleren Geraden cd, be, aq oder cd, cq, be in einem und demselben 
Puncte Noi aber im Falle (a) sind sie die Hauptdiagonalen eines Sechsecks 
abdqeca, welches die 3 Paar fiufseren Geraden, zu Gegenseiten hat, wogegen 
im Falle (^ß') die 3 Geraden des dritten Systems, bt, be, ce in eine und die- 
selbe Gerade, bce, fallen und wobei N^, in c liegt. Fär beide Figuren be- 
stellt S)t^ aus den drei mittlem Geraden, cd, be, aq oder cd, cq, be, und aus 
einem Kegelschnitte 3)I\ welcher bei der. ersten Figur die Seiten des ge- 
nannten Sechsecks in ihren Mitten berOhrl und iV^ zum Mittelpunct hat; etc. — 
Die 6 Puncte können endlich auch solche specielle Lage haben, dafs von 
den 15 6r sich 10 mal SG, die zusammen alle 6 Pqncte enthalten, in einem 
Puncte N treffen, wobei dann ^ in 5 Gerade SEH^ zerfällt. Die einfachste 
Figur, diesen Fall darzustellen, ist die, wo etwa a, b^ c, d, e die Ecken 
eines regelmäfsigen Fünfecks sind und q der Mittelpunct des demselben um- 
schriebenen Kreises. Die 5 Geraden Wt^ sind atsdaün qa» qb, qc^ qd und qe; 
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die 10 Puncle A^ liegen paarweise in ihnen und sind, zu 5 und 5, die Ecken 
zweier neuen regelmfifsigen Fünfecke, welclie gleichFalls q zum Centrum haben. 
In diesem Falle ist jedoch keine eigentliche Curve C^ mehr möglich, sondern 
jede besteht aus C^'\-C^, und zwar ist C^ immer diejenige von den 5 Ge- 
raden ^\ in welcher der Mittelpunct Wt von C^ liegt. Liegt Wl insbesondere 
in einem der ION, so besteht C^ aus 3 Geraden, = 3C^ 

§. 9. 

Die Curvcn, welche Miltelpuncte haben, besitzen, in Bezug auf dieselben, 
verschiedene wesentliche Eigenschaften, wovon einige hier nfiher angegeben 
werden sollen. 

Zur Abkürzung soll dabei, so wie in der Folge 

ein Doppelpunct durch dp oder ^29 

eine Doppeltangente durch dt oder 2^, 

ein Wendepunct durch wp oder n), 

eine Wendetangenie durch wl oder SB, 

ein Rflckkehrpunct durch rp oder r, 

eine Räckkehrtangente durch rl oder 9t, 

eine Asymptote durch A^ und 

die unendlich entfernte Gerade der Ebene durch &« 
bezeichnet werden. 

L Hat eine Curve C'^ ünen Miftelpunct !K, so gehen ihre m Astfmp^ 
toten A^, im Allgemeinen, alle durch denselben. Jede andere durch den 
Mittelpunct gehende Tangente der Curve ist nolhwendig eine Doppel- 
tangente 2^, und ihre zwei Berührungspuncte, etwa h und ^i, sind Ge- 
genpuncte. Die Zahl der durch ^ gehenden %i ist =^»i(m— 2), und 
ihre m{m — 2) Berührungspuncte, h und //|, liegen in einer neuen Curve 
C'^"^, welche ebenfalls einen Mittelpunct, und zwar mit der gegebenen 
den nämlichen Punct Wt zum Mittelpunct hat. Von dieser neuen Curve 
gehen also eben so alle A^ so wie eine ihrem Grad angemessene Zahl 2^ 
durch den Mittelpunct 2)?, und die Berührungspuncte der £2 liegen in 
einer neuen Curve C""^^, welche gleicherweise detUfelben Punct Wt zum 
Mittelpunct hat; ti. s. w. Werden die zwei Zahlformen von m unterschieden, 
so entstehen auf diese Weise zwei Curvenreihen : 

«) 6^^ c'f"-', c^'\ ..., c*, c^ 

/9) C^-^C'-", C^-', ..., C\ CK 

Crene*8 Journal f. d. M. Bd. XLVil. Heft 1. 3 
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Bei (a) hat die vorletzte Curve, C^ noch 4X2 mi^ 8 BerQhrungspuDCten, 
durch welche die letzte, C^, geht; und diese C^ hat nur noch 2A^j aber 
keine X2 mehr. Da für C^'''^ die Zahl der durch ihren Mittelpunct gehenden 
Z2=^2y{v—2)'\-i ist, so hat das vorletzte Glied bei (/9), C\ nur fS^, 
was offenbar ihre Wendetangente im Mittelpuncle Wt bedeutet, und das letzte 
Glied C* ist diese wt selbst. Übrigens haben alle Curven der Reihe (ß} 
diese nfimliche C^ zur gemeinschaftlichen wi, so dafs dieselben in ihrem ge- 
meinsamen Mittel- und Wendepunct ^ sich insgesammt dreipunctig berfihren. 
Auch für die Curve C^""^ bedecHet der Bruch, f , die Wendetangente im 
Punct Wl selbst, und die Zahl der eigentlichen Doppeltangenten ist =2v(v— 2). 
II. Die Tangenten in je zwei Gegenpunclen p und pi der Curve 
C"* sind parallel. Alle ausgezeichneten Elemente der Curve, als da sind 
dp, wp, rp^ dl, wL und rt, wofern sie nicht im Mittelpunct SSH oder itn 
Unendlichen, in G^ liegen, müssen paarweise vorhanden und zwar Ge- 
genelemente sein. ü. h. die Sm(m — 2)n> der Curve müssen paarweise 
Gegenpuncle, und die jedem Paar zugehörigen 9ß müssen parallel sein; 
die 4^m(m -2} (m^ — 10)3^, die nicht durch den Mittelpunct ^ gehen, 
müssen paarweise parallel sein und gleich weit von ^ abstehen, auch sind 
die Beruh rungspuncfe jedes Paars beziehlich Gegenpuncle; hat die Curve 
Doppelpuncte , ^2^ C^^^ weder in ^ noch in 6^« H^g^^)} ^o müssen die- 
selben paarweise vorhanden und Gegenpuncle sein, auch müssen die zwei 
Tangenten in dem einen f),, denen in seinem Gegenpuncle beziehlich 
parallel sein; eben so können auch die Rückkehr punct e x nur paarweise 
und zwar als Gegenpuncle auftreten, und die zugehörigen Rükkehrtan- 
genten müssen parallel sein. Hat dagegen die Curve einen Doppelpunct, 
der insbesondere im unendlichen, in G^, (oder in !R) liegt, so bedingt 
derselbe nicht gleicherweise einen zweiten, vielmehr bewirkt er umgekehrt 
sogar noch eine scheinbare Abweichung von dem obigen Satze (I.). Nämlich, 
liegt ein Doppelpunct in G^ , so erscheinen die beiden Tangenten in dem-- 
selben als zwei parallele Asymptoten, die, jenem Satze entgegen, nicht 
durch den Mittelpunct 9)t gehen, wohl aber gleichweit von Wt abstehen; 
daher kann G^ selbst nie Tangente der Curve in einem Doppelpuncte 
sein, und liegt ferner ein Rükkehrpuncl in G^ , so mufs die Rückkehr'^ 
tangente entweder auf G^ fallen oder durch 9K gehen, wo sie dann 
im letztern Falle als zweifache (oder im weitern Sinne als fünffache) 
Asymptote anzusehen ist. 



2, St einer j algeb. Curven, welche Miiielp. haben, u. Eigens, allgem. ulgeb.Curven. 19 

III. Zieht man durch den Miltelponct Wl der Carve C"* irgend eine 
unbegrenzte Gerade, einen Durchmesser S, so liegen in ihm \m Paare Ge- 
genpuncte q und ^i, oder \m Sehnen q^i^ und die Tangenten in jedem dieser 
Punctenpare sind parallel, und zwar hat jedes Tangenlenpaar, im Allgemeinen, 
eine besondere Richtung, so dafs, wenn man diese Richtungen der Tangenten, 
wie beim Kegelschnitt, dem Durchmesser SF (oder den respectiven Sehnen y^J 
y,conjugirr^ nennen wollte, alsdann zu demselben Durchmesser \m versohie- 
dene conjugirte Richtungen gehörten. Eben so würden umgekehrt zu jeder 
bestimmten Richtung der Tangenten auch mehrere conjugirte Durchmesser 
gehören; denn nach jeder gegebenen Richtung jR^ d. h. mit irgend einer ge- 
gebenen Geraden R parallel, sind im AHgemeinen m{m — 1) Tangenten möglich, 
deren Beröhrungspuncte noihwendig paarweise Gegenpuncte oder Endpuncte 
von Sehnen qt/i sein müssen, so dafs also einer und derselben Richtung H, 
in dieser Hinsicht, \m{rn — 1) verschiedene Durchmesser jS (oder Sehnen qt/^ 
conjugirt sind. In diesem Sinne kann man also sagen : ,,Zu jedem Durch- 
me^ser S gehören ^m cmijugirte Richtungen R, und zu jeder Richtung 
R gehören \m{m — \) conjugirte Durchwesser S oder Sehnen y^i."*) 

Nun liegen ferner die m{fn — \) Beröhrungspuncte jedes Systems paral- 
leler Tangenten bekanntlich in einer neuen Curve C""~~'^ welche die erste 
Polare des nach der Richtung der Tangenten im Unendlichen, in &«, gedachten 
Pols P« heifst; und da die Beröhrungspuncte paarweise Gegenpuncte, oder die 
Endpuncte von \m{m — 1) Sehnen qq^^ sind, so roufs diese Curve ebenfalls den 
PunctSID? zum Mittelpunct haben. Gleicherweise müssen die 2'*"^ S*"", ..., {m—\Y^ 
Polare desselben Pols P« in Bezug auf die gegebene Curve C*^, welche nach 
der Reihe C'"-% C'^•^ . . . C% C sind, den nämlichen Punct 2» zum MlUel- 
punct haben, wobei die letzte, C^ eine durch ^ gehende Gerade, ein Durch- 
messer von jeder der übrigen Polaren, so wie von C'^ ist. Also: 

y,Hat eine Curve C"" einen Mittelpunct ^, so haben auch alle euc^ 
ceseieen Polaren C*""*, C'"~% C'"^^ . . .. C^j C^ jedes unendlich entfernten 
Pols Pao Mittelpuncte , und zwar sind sie alle mit der Rasis C'" con- 
centrischJ*^ 



*) Hierbei entsteht die doppelte Frage: 

„Welche Relation findet einer ieits zwischen den \m conjugirten Richtungen R 



,,wr etcnc jne^aiwn nnaei etnerMcuM jüwtscnan ucn -^m vonjuytricn M9,iurMunycn m* 

ZU jedem Durchmesser S; und andererseits zwischen den ^m{m — 1) conjugirten 
Durchmessern S zu jeder Richtw^ R statt ?" 
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y,Wird die Richlung R der Tangenten auf alle mögliche Weise 
geändert, oder läfst man den Pol P« die Gerade G^ durchlaufen, so 
haben die zugehörigen ersten Polaren den Miltelpunct ^ gemein und 
bilden zudem einen Curvenbüschel B{C'"'^^) mit (m— 1)* Grundpunclen 
p und pi^ *) welche paarweise Gegenpuncle oder Endpuncte von \{m — 1)* 
Sehnen pp^ sind {cergL §. 3.)« Die Curven dieses Büschels haben ini 
Ganzen Z{m — 2/ Doppelpuncte ^29 welche paarweise einzelnen Curven 
C*"*^ angehören und Gegenpuncle sind} nur wenn ein ))2 ifi SOt oder in 
G^ ii^gt* kann er vereinzelt dastehen. In G„ liegen 2{m — 2) Doppel^ 
puncte ^2 9 daher ist die Zahl jener Paare (oder die Zahl der Curven 
C"*"*, welche 2^)2 haben) = ^(»i — 2)(3m — 8)." Werden hierbei die zwei 
Zahlformen von m beröcksichtigt, m^=^2fi and m=^2v — 1, so hat man statt 
des ß(C?"""^) folgende zwei: 

a) BiC^f"-') und /3) B{C^'-^). 

Bei (a) gehört der Miltelpunct Wl mit zu den {m—\f Grundpunclen 
(weil jede C^^""^ durch ihren eigenen Mittelpunct geht); bei (ß) dagegen 
gehört ÜR zu den 3(m — 2)^= 3(2v— 3)^ Doppelpuncten ^29 »^«'' noth^ 
wendig eine der Curven , etwa C^^'"''^^ durch SSft gehen und ihn daher zum 
P2 haben mufs (§. 1.). Diese besondere Curve CJ*'~* entspricht derjenigen 
Richtung R, welche durch die Wendelangente der Basis C'^ = C^"'^ im 
Puncte SDt gegeben ist. In JUesem Falle ist die Anza/il der Paare Dop-- 
pelpuncte = 2 (v — 2) (3 y — 4) -f i ^ w/o der Bruch, ^ , den in ÜR liegetiden 
^2 anzeigt 

Zu den zuletzt angegebenen Eigenschaften gesellen sich in besonderu 
Fällen noch andere Umstände, wie an folgenden einfuchsten Beispielen zu 
sehen ist. 

1. Ist die gegebene Curve C'" nur eine C^, so geben nach jeder 
Richlung /{ je 6 Tangenten, deren 6 Beröhrungspuncte in einem mit C^ con- 
centrischen Kegelschnitt C^ liegen und zugleich die Endpuncte dreier Durch- 
messer des letztern sind. Für alle Richtungen R entsteht ein B{C^)^ die 



*) Diese (m — 1)* Puncle sind als die erste Polarcnveloppe der Geraden G« in 
Bezug auf die gegebene Curve C'^ anzusehen (s. obigen Monatsbericht). Die öbrigen 
Polarenveloppen , die 2'% 3^*, ..., (m — If** haben alle den Punct SR zum Mittelpunct, 
und erscheinen überhaupt in spocieller Form; so z. B. reducirt sich die letzte, oder 
(m — 1)*** Polarcnveloppe, die im allgemeinen Falle eine Curve von der (m — l)'**** Classe 
und vom 2(m — 2)*«" Grade ist, hierbei auf den biofsen Miltelpunct S)t, indem nach obiger 
Angabe, die letzte Polare, CS stets durch 9)1 geht 
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alle mit C^ concentrisch sind, und deren 4 Grundpancle aus zwei Paar Ge- 
genpunclen, etwa p und pi^ r und r^, besteben und somit die Ecken eines 
Parallelogramms sind. Die Curven B{C^) haben im Ganzen nur 3 Doppel- 
puncte |>29 aber keine von ibnen kann bier 2))2 baben, sondern die 3))2 g^*- 
bOren drei verscbiedenen speciellen C^ an, wovon die eine, CJ, aus den 
Diagonalen, ppi und rr^^ und jede der zwei andern, Cl und Cl, aus einem 
Paar Gegenseiten des Parallelogramms besiebt, so dafs jene ibren p2 in Wl 
und jede von diesen ihren p2 in G^ zu liegen hat. Die C^ entspricht der 
Richtung der Wendetangente der Curve C im Puncto 9)t; und von Cl und Cl 
entspricht jede der Richtung der zwei Gegenseiten, aus welchen die andere 
besteht, so dafs zwischen ihnen ReciprocitSt statt findet. 

2. Ist die gegebene Curve eine C*, so geben nach jeder Richtung R 
je 12 Tangenten, deren 12 Berfihrungspuncte in einer mit C^ concentrischen 
Curve C^ liegen. Die allen Richtungen R entsprechenden C^ bilden ein B{C^) 
mit 9 Grundpuncten, wovon einer 3)7 selbst ist, die 8 übrigen dagegen 4 Paar 
Gegenpuncte p und p^^ oder die Endpuncte von 4 Sehnen ppi sind. Die 
Curven B{C^) haben im Ganzen 12 Doppelpuncte ^29 nfimlich es giebt unter 
ihnen 4 solche, C?, wovon jede zwei ipi^ und 4 solche, Cf, wovon jede nur 
ein ^2 bal* «'^de der 4 Cl zerfällt in C^-f ^^ nftmlich C^ ist je eine der 
4 Sehnen ppi und C^ geht durch die Endpuncte der je 3 flbrigen Sehnen. 
Die einzelnen Doppelpuncte der ACl liegen im Unendlichen, in G^. 

§. 10. 

Aus dem Bisherigen ist zu sehen, dafs eine höhere Curve C'^, welche 
einen Miltelpunct VSt hat, offenbar in ihrem ganzen Wesen der Art beschränkt 
wird, dafs sie durch keine projectivische Umwandlung aus einer allgemeinen 
Curve gleichen Grades, etwa Ci', entstanden sein, noch in eine solche Ober- 
geben kann. Denn wird C*" von irgend einem Puncte P des Raumes aus, 
auf eine beliebige Ebene projicirt, so behält die neue Curve Cp immerhin 
die folgende, sie modificirende besondere EigenschaH, nämlich (§.9.): 

jyDafs es in ihrer Ebene einen solchen Punct 9Äi giebt, durch 
welchen \m{m — 2) ihrer DoppeltangetUen S^ gehen, deren m{m — 1) 
Berührungspufwte , b und bi von jeder Xi^ in einer neuen Curve CT"^ 
liegen ; und dafs die Beruhrungspuncte der noch übrigen, aus SSHi an Cr 
gehenden, m einfachen Tangenten in einer Geraden G liegen, welche 
jede X2 in demjenigen Puncte g schneidet, der mit 9)ti zu ihren beiden 
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Berührungspuncten b und b^ harmonisch ist, also g, b, iRi, bi vier har- 
monische Puncle sind; dafs ferner jede durch 3Ri gezogene Tansver- 
säte Si die Curve Cr in \ m sotchen Punctenpaaren q und q^ schneidet, 
wovon jedes Paar zu Wi und dem Puncte g^ , in wetchem Si jene Ge- 
rade G schneidet, harmonisch sind, also je 4 Puncte q, 3Ri , ^j , gi har- 
monisch sind, und dafs die beiden Tangenten in jedem Puncfenpaar q 
und qi sich auf G schneiden; und dafs weiter, wenn man umgekehrt 
aus irgend einem Puncte P in der Geraden G die m{m—l) Tangenten 
an die Curve CC l^gt, dann deren Berührungspuncte paarweise, q und qi , 
mit 2)?i in Geraden Si liegen, wovon jede von G im ^''^ liarmonischen 
Punct gi geschnitten wird, also q, ÜJ^i, qi und gi harmonisch sind, und 
dafs endlich die durch alte m{m — 1) Berührungspuncte gehende Curve 
Ci"^, d. i. die erste Polare des Pols P in Bezug auf die Basis Cp, den 
Punct ^1 und die Gerade G gleicherweise zum harmonischen Pol und 
zur harmonischen Geraden hat, wie die Basis selbst, und dafs es sich 
mit der 2^'", 3^'", . . . Polaren auch eben so verhält." 

Auch in Rücksicht der übrigen obigen Sätze geht das eigenlh'ch We- 
sentliche der Mittelpuncts-Eigenschaften, bei gleicher perspectivischer Umwand- 
lung nicht verloren, sondern es stellt sich nur in der neuen Figur in schein- 
bar allgemeinerer Form dar. So z. B. geht der Satz in (§. 3.) verbunden 
mit (§. 9*)9 durch solche Umwandlung, in folgenden über: 

,yZieht man durch einen Punct 2)ti 

«) uCu-f2)— 1, oder ff) v(y-p 1) — 2 
unbegrenzte Gerade Si nach bsliebigen Richtungen, schneidet dieselben 
durch eine andere willkürliche Gerade G in Puncten g und bestimmt 
sodann in jeder Geraden Si irgend ein Paar solche Puncte p und pi^ 
die zu g und Wli zugeordnete harmonische Puncte sind, so gehen durch 
alle Puncte p und pi ein Curvenbüschel B(C^^) oder ßcC^*^"*}, welche 
nebstdem noch 

a) 2Ca — 1)^ oder ß) 2(v— l)(v-2)-|-l 
andere Puncte q und q^ gemein haben, die gleichfalls paarweise in tieuen 
durch ^i gehenden Geraden S^ liegen, welche von derselben Geraden G 
im 4'^" harmonischen Punct gi geschnitten werden, so dafs q, Wii^ ^m ffi 
harmonisch sind. Dabei hat jede Curve des Buscheis den Punct ^i und 
die Gerade G, in gleichem Sinne wie vorhin, zum harmonischen Pol und 
zur. harmonischen l^eraden. Im Falle (/?) gehen alle Curven C^*""^ durch 
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den Punct SSRi und von jeder liegt ein Wendepunct in ihm. In beiden 
Fällen haben die Curven (als B{C'^) aufgefafsf) im Ganzen 3(m — 1)^ 
Doppelpuncte pa, wovon 2(in — 1) aaf die Gerade G fallen und irn ÄUge^ 
pieinen einzeln eben so vielen Curven angehören, wogegen die übrigen, 
zu i ( iw — 1 ) (3m — 5) Paaren , je derselben Curve angehören und jedes 
Paar in evier neuen, durch Wti gehenden Geraden Si liegt, welche 
gleicherweise von der Geraden G im 4*^'' harmonischen Punct geschnitten 
wird. Im Falle (a) hat eine der Curven C^^ den Punct 3){j zum Dop- 
pelpunct ^2*'' 

Aus der lief eingreifenden Wirkung des Mittelpunets im vorsiebenden 
ersten Satze erkennt man^ dafs, aafser der Carve zweiten Grads C^, nur 
noch die Curve dritten Grads C durch ihn keine ihr freies Wesen störende 
Modification erleidet, da sie keine eigenth'cbe Doppeltangenten hat. Und in der 
That kann auch jede gegebene Curve Cl durch Projection in eine solche 
andere Curve C^ umgewandelt werden, welche einen Mittelpunct ^ hat, und 
zwar im Allgemeinen auf mehrfache Art, wie aus Folgendem erhellen wird. 

§. 11. 

Ist 3){| ein Wendepunct, ==n), einer beliebigen Curve Ci, so zerfallt 
seine erste Polare bekanntlich in die zugehörige Wendetangente 9S und in 
eine bestimmte andere Gerade Hj nftmlich von den 6 Tangenten, welche von 
einem beliebigen Puncto aus an die Curve gehen, fallen hier 3 auf Sß und 
ihre 3 Berflhrungspuncte liegen also auch in 99S, und daher mfissen die Be- 
rflhrungspuncte der 3 übrigen Tangenten ebenfalls in einer Geraden H liegen, 
welche mit 93 zusammen die erste Polare des Puncts w in Bezug auf C? 
vorstellt. .Diese Gerade H hat ferner die Eigenschaft: „dafs sie jede durch 
xo gezogene Transversale S in demjenigen Puncte h schneidet, der zu 
den 3 Puncten p, w, f^i, in welchem S von der Curve C/ geschnitten 
wird, der vierte Cstets dem xo zugeordnete^ harmonische Punct ist.'' Dem- 
gemftfs soll die Gerade U die „Harmomsche''\ des Wendepuncts m (dessen 
halbe Polare sie ist) genannt werden. 

Diese Eigenschaft enthält das eigentliche Wesen des Mittelpunets. Denn 
wird die Cufve C\ auf eine andere Ebene so projicirt, dafs die Harmonische 
H ins Unendliche geht, d. h. dafs ihr in der neuen Ebene die unendlich ent- 
fernte Gerade G^ entspricht, so ist die Projection des Puncts xo (9)7i) der 
Mittelpunct 9)t der neuen Curve C^ 
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Demnach kann die Curve C? auf mehrfache Art so projicirt werden, 
dafs die neue Curve C^ einen Mittelpnnct Wt erhält, nämlich jeder tv von 
jener kann in ^ von dieser fibergehen. Und satnit ist eine Curve C^ 
welche einen Mittelpunct ^ hat, nur eine solche; bei welcher die Bar- 
numische B eines ihrer Wendepuncte im Unendlichen liegt, = G^ ist. 

Hiernach finden bei der beliebigen Curve C/, in Rficksicht jedes Wen- 
depuncts xo und der zugehörigen Harmonischen H, analoge Sätze statt, wie 
oben (§.9. ULI.) und (§.10.), z. B. 

„Zieht man durch einen Wendepunct ro der beliebigen Curve Cl 
irgend eine Tratisversale S, so schneidet sie die Curve in zwei solchen 
Puncten q und qi , deren zugehörige Tangenten einander in irgend einem 
Puncte P auf der Harmonischen H von xv treffen; auch schneiden die 
beiden Tangenten die Curve in zwei neuen Puncten r und r^, welche 
mit » in einer neuen Geraden Si liegen." Und umgekehrt: „Werden bei 
einer beliebigen Curve Cf aus irgend einem Puncte P in der Harmonie 
sc/ien H eines ihrer Wendepuncte to die 6 Tangenten an die Curve 
gezogen, so liegen deren 6 Berührungspuncle paarweise, q und ^j, in 
drei durch xo gehenden Geraden qqi^ und die durch alle 6 Berührungs- 
puncle gehende Polare C^ hat den Punct xo und die Gerade H zu Pol 
und Polare; und ferner: die 6 Tangenten schneiden die Curve in neuen 
6 Puncten, welche eben so paarweise (r und ri) in drei durch xo gehen^ 
den Geraden rr^ und zudem alle 6 in einer Curve Cl liegen, die gleich-- 
falls xo und H zu Pol und Polare hat, und die sich mit jener Polare C? 
in zwei Puncten berührt. Ist P insbesondere der gemeinschaftliche 
Schnittpunct von 3 solchen Barmonischen H, deren zugehörige 3n> in 
einer Geraden liegen, so müssen die Berührungspuncle der aus P an 
die Curve gelegten 6 Tangenten auch dreimal paarweise in drei Geraden 
qqi liegen , welche beziehlich durch die 3 xo gehen ; eben so die 6 Puncte 
r und Ti, in welchen die 6 Tangenten die Curve schneiden/' U. s. w. 

Von den 9 Wendepuncten xo einer beliebigen Curve Ci sind im All- 
gemeinen 3 reell und 6 imaginär; eben so verhält es sich mit den zuge- 
hörigen 9 Harmonischen B, sowie auch mit den 9 Wcndetangenlen SB. Es 
ist von Interesse, das gegenseitige Verhalten dieser Elemente in folgenden 
besondern Fällen näher zu betrachten. 

Wenn die Curve 6Y einen Doppelpunct Pi hat, so kann er unter drei 
verschiedenen Formen erscheinen, nämlich erstens als Schnitt zweier reeller 
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Zweige, so dafs ihm swei reelle Tangenten, etwa ÜX und @, zngehören; 
zweitens als Räckkehrpanct r, der aus dem vorigen dadurch entsteht, dafs die 
Schleife der Cnrve sich bis auf den Punct \!2 zusammenzieht, wobei dann die 
Tangenten und @ in die ROckkehrtangente 91 zusammenfallen; drittens 
als sogenannter isolirter oder conjugirter Punct tt,, durch den kein reeller 
Zweig mehr geht und dem daher auch keine reelle eigentliche Tangenten zn- 
gehören. Demgemäfs ist nun auch das Verhalten der vorgenannten Elemente 
verschieden. 

I. Hat die Curve C/ einen |>2 mit zwei zugehörigen reellen Tan- 
genten ÜX und @, so fallen von den 9 Wendepuncten 6 in p2% wovon 4 ima« 
ginfir und 2, die q und i heifsen mögen, reell sind. Von diesen zwei reellen 
Wendepuncten q und ^, in f)2, sind jene Tangenten d und @ als die zuge- 
hörigen Wendetangenten, so wie verwechselt zugleich als die zugehörigen 
Harmonischen (A) anzusehen, so dafs also die Wendetangenten und Harmo- 
nischen zu diesen zwei Funden verwechselt anfeinanderfallen. Von den noch 
übrigen 3 Wendepuncten, die nicht in }p2 liegen, sind zwei imaginär, in), und 
einer reell, ro. Die aus ))2 durch diesen reellen w gezogene Gerade heifse fV. 
Von den aus n) an die Curve gehenden drei Tangenten, durch deren Be- 
rOhrungspuncte die Harmonische // bestimmt wird, fallen hier zwei auf die 
Gerade fV, und ihre zwei Berflhrungspuncte müssen als in f), liegend gedacht 
werden, die dritte, eigentliche Tangente heifse ^ und ihr Berflhrungspunct 6, 
so ist also die Gerade ^pib die Harmonische // von w, und folglich gehen 
alle drei reellen Harmonischen, 0, @ und H, durch p2 (eben so auch die 
imaginSren). 

Welche Modification hierbei die vorstehenden Sätze erleiden, ist leicht 
zu sehen. Ein neu hinzutretender Umstand ist der: „Dafs die Geraden W 
und H zu den Tangenten und <B harmonisch sind, d. h. dafs 0, W, 
@, H vier harmonische Strahlen sind'' Auch findet dabei ein umfassenderer 
Satz statt, der sich aus andern Betrachtungen ergiebt, nämlich: 

„Zieht man aus dem Doppelpunct p2 irgend zwei zu ÜX und @ 
zugeordnete harmonische Strahlen Wi und Hi, welche die Curve C} in 
zwei neuen Puncten, etwa xoi und ^i, schneiden werden, so ist der Ort 
der diese Puncte verbindenden Geraden Wibi eine Curve C^, welche inS" 
besondere sowohl die Tangenten und ® als auch die vorgenannte Tan^ 
gente ^ (oder wb) berührt/' 
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IL Hat die Carve Cf einen Rflckkehrpuncl r, so sind 8 Wendepancte 
als in ihm liegend zu denken (su den 6 vorigen gesellen sich noch die ge- 
nannten zwei tn)); von denselben sind 6 imaginfir und 2 reell, und zwar 
haben die letztern, da sie von den vorigen Puncten q und i herkommen, die 
Rfickkebrtangente fR sowohl zur gemeinsamen Harmonischen als zur gemein- 
samen Wendetangente (weil und @ sich in 91 vereinigt haben), so dafs 
sie also durch diese ihnen zugehörigen Elemente nicht mehr zu unterscheiden 
sind, nur etwa poch dadurch, dafs man sie als den verschiedenen Zweigen 
der Curve angehörend auffafst; in manchem Betracht sind sie daher nur als 
ein Punct zu achten. Der 9''' und eigentliche Wendepunct ist der vorige 
reelle, n), aber die vorhin aus ihm an die Curve gehende Tangente ^ (= n)i^), 
fftllt hier auch noch auf die Gerade JV (= rn)) , so dafs jetzt alle 3 Tangenten, 
durch deren Berflhrungpuncte die Harmonische H von w geht, in W und 
ihre drei BerQhrungspuncte in r vereinigt sind, allein wenn nun auch hiedurch 
die U nicht mehr bestimmt wird, so folgt doch andererseits aus ihrer harmo- 
nischen Lage, dafs sie mit und @ zugleich in die RQckkehrtangente fR 
Obergehen mufs. Demnach gehen in diesem Falle die drei reellen Harmoni- 
schen nicht allein alle durch den Rflckkehrponct r, sondern sie fallen alle 
drei in die Rückkehrtangente 91 zusammen. 

Aus den obigen Sätzen ergeben sich hier folgende specielle Sätze. 

,,Jede durch den Wendepunct xo gezogene Gerade S wird von der 
Curve Cl und deren Rückkehrtangente 91 in 4 harmonischen Puncten 
geschnitten; d. h. wird S von Cl in den Puncten q, xo^ qi und von R 
im Puncte r geschnitten, so sind immer q, n), ^i, r vier harmonische 
Puncte.^^ „Die in den beiden Puncten q und qi an die Curve gelegten 
Tangenten treffen sich altemal in irgend einem Puncte P auf der Rück- 
kehrtangente fft; und umgekehrt: werden aus irgend einetn Puncte P der 
Rückkehrtangente 91 die zwei, nicht auf 91 fallenden, Tangenten an die 
Curve gelegt, so liegen ihre Berühr ungspunct^ q und q^^ stets in einer 
durch den Wendepunct xo gehenden Geraden Sy Und ferner: „Zieht 
man durch den Rükkehrpunct x irgend zwei zu 91 und W zugeordnete 
hartnonische Stra/iten Q und Qi^ so schnöden diese die Curve in zwei 
neuen Puncten q und ^i, welche jedesmal mit dem Wendepunct n) in einer 
Geraden S liegen.*^ — „Wenn ferner die durch xo gezogene Transver- 
sale S insbesondere der Rückkehrtangente 91 parallel ist, so stehen die 
Schnitte q und q^ gleichweit von xo ab; und wenn S mit einer der drei 



2. S lein er, algeb. Curven^ welche Mit ielp. habcHß u. Eigens, attgem. algeb. Curven. 37 

Asymptoten der Curve parallel ist, so ließt einer der beiden Puncte tf 
und ^1, er heifse für einen Augenblick q^^ ^^ ^^^9^ Vo <^ ^^ Mitte zwischen 
w und r; und daher auch umgekehrt: zieht man durch die Mitte der 
Geraden W (= vcci) eine Gerade (?y parallel R, so schneidet sie die Curve 
in 3 Puncten y„ und die aus w durch dieselben gezogenen 8 Geraden 
w^o ^^d den drei Asymptoten parallel, und die in den Puncten if^^ an 
die Curve gelegten Tangenten treffen sich mit den respectiven Asymptoten 
auf der Rückkehrtangente 91.'* 

III. Hat die Curve Cl einen isolirten Panct n^^ so sind in demselben 
6 imaginSre Wendepancte zu denken, die übrigen drei Wendepuncte Xü sind 
reell und liegen in einer Geraden. Von den aus jedem dieser drei reellen xo 
an die Curve zu legenden 3 Tangenten fallen, wie oben (I.), zwei auf die 
Gerade vo7i2=='fV, so dafs ihre beiden Berfihrungspuncte in 712 Ifegen; die 
dritte Tangente heifse, wie dort, ^ und ihr Berflhrungspunct b, so ist also 
die Gerade n^b die Harmonische H zn w, und folglich gehen auch hier die 
Harmonischen H der 3 reellen Wendepuncte t0 alle drei durch den Doppel- 
punct 712. Auch findet hierbei ein analoger Umstand statt, wie bei (I.), nämlich: 

„Die drei Paar Gerade W und U (aus dem Doppelpunct n^ durch 
die Wendepuncte xo und durch die Berührungspuncte b der aus xo ge^ 
legten Tangenten U, gezogen) sind 3 Paar conjugirte Strahlen eines 
elliptischen Strahlsystems, oder bilden elliptische Involution. Construirt 
fnan irgend ein anderes Paar conjugirte Strahlen desselben Sirahlsystems, 
etwa Wi und £f|, so schneiden sie die Curve in zwei neuen Puncten 
xoi und b^ , und der Ort der sie verbindenden Geraden xoi 6| ist eine Curve 
C^, welche nothwendig auch jene drei Tangenten ^ berührte „Hier 
liegt 7i2 innerhalb der Curve C^; bei (L) Hegt ps aufserhalb derselben, 
und bei (IL) reducirt sich dieselbe afif den Rückkehrpunct r/' 

Übrigens haben die 3 Paar Gerade W und H eine noch innigere Be- 
ziehung zu einander; ntmlich jede Gerade H ist vierte harmonische zu den 
3 Geraden W, und umgekehrt jede Gerade PV ist vierte harmonische zu 
den 3H. Dies Verhalten kann wie folgt klar gemacht werden. Soll zu drei 
durch einen Punct gehenden gegebenen Geraden a, b, c eine vierte harmo- 
nische Gerade bestimmt werden, so sind 3 Lösungen möglich, indem sowohl 
tAac, als abcß, als aybc harmonisch sein können; und werden sodann die 
drei neuen Geraden a, ß, y als gegeben angesehen, so sind umgekehrt jene 
erstem Geraden a, b, c die ihnen entsprechenden vierten Harmonischen, so 

4» 
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dafs also zugleich aach aßay^ ctßyb, acßy harmonisch sind. Dabei ist, wie 
man sieht, jedes Paar conjagirte Gerade, wie etwa a und a^ sowohl zu b 
and Cß als auch zu ß und y harmonisch. Diese nämliche Beziehung haben 
nun auch die 3 Paar Gerade W und H, wenn man die SW als a, b, c 
und die SIT als a, ß, y ansieht. Wenn insbesondere zwei Paar conjugirte 
Gerade unter sich rechtwinklig sind, wenn etwa {aa) und {hß) rechte Winkel 
sind, so ist auch {cy^ ein rechter Winkel, und alsdann bilden je zwei nach 
der Reihe aybacßa aufeinander folgende Gerade einen Winkel von SOf*. Dabei 
ist das genannte Strahlsystem ein rechtwinkliges, so dafs jeder Winkel (fFiüi) 
ein rechter ist. — Ein Theil des obigen Satzes ist bereits von Möbius in 
seiner Abhandlung „Ober Linien dritter Ordnung ^^ bewiesen worden; ich bin 
jedoch nicht erst dadurch zu dem Satze gelangt. 

Soll nun, in Rficksicht auf die vorstehenden drei besondern Fälle 
1, II und III, die jedesmalige gegebene Gurve Cf durch Projection in eine 
solche andere Curve Co umgewandelt werden, welche einen (reellen) Mittel- 
punct 9)t hat, so kann Cf auf folgende Weise projicirt werden. 

A. Bei I. auf zwei wesentliche verschiedene Arten, nämlich entweder 
a) so, dafs die Harmonische H des reellen Wendepuncts n> in die 

Gerade &« und dadurch w in 9)t fibergeht, wobei also auch der Doppelpunct 
^2 der neuen Curve in 6» zu liegen kommt, und daher die Tangenten 
und @ in zwei parallele, gleichweit von Wl abstehende Asymptoten Cki und ^o 
übergehen, so wie ^ in die dritte, durch Wl selbst gehende, Asymptote ^o 
fibergeht; oder 

/?) so, dafs die Tangente ÜX (oder @) in G^ und damit ihr Berfih- 
rungspunct q in 971 fibergeht, mithin auch SSJt in G^ liegt und SDl^ heifsen mag, 
wobei ® in die einzige sichtbare Asymptote @u der neuen Curve fibergeht, 
indem die beiden andern auf G^ fallen, und wobei die 3 Geraden (So? fFo? Bo 
parallel werden, @o in der Mitte zwischen den beiden andern liegt, und daher 
durch die Mitte der Tangente ^o = n)u6u geht. 

B. Bei IL kann nur so projicirt werden, dafs die Rfickkehrtangente 9t 
in G^ fibergeht, aber dadurch gehen der Wendepunct w und der Rfickkehr- 
punct r, wofern man die im letztern vereinten zwei reellen Wendepuncte q 
und i nur ffir einen achtet, zumal in Mittelpuncte der neuen Curve CJ Ober, 
so dafs diese also zwei Mittelpuncte hat, wovon der eine, S0t, ihr eigentlicher 
Wendepunct tPo^ der andere, 9)t«, ihr im Unendlichen liegender Rfickkebr- 
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puDct tu ist. Hier hat die Curve CJ keine eigentliche Asymptote, sondern alle 
drei Asymptoten fallen auf G^. 

C. Bei IIL kann dreifach, aber anf gleichbedeutende Art, projicirt 
werden, nfimlich so, dafs je eine der drei Harmonischen H in G^ und der 
ihr zugehörige Wendepunct w in 9)t flbergeht; dabei kommt also der Doppel- 
punct 7i!t der neuen Curve Co jedesmal in &« zu liegen und die dem jedes- 
maligen w zugehörige Tangente ^ geht in die einzige reelle und eigentliche 
Asymptote ^u ^^ Curve Ci Aber. 

Aus diesem Verhalten der besondern Elemente, sind, zu nachheriger 
Benutzung, noch folgende zwei Sätze hervorzuheben: 

1^ ,ySoll eine Curve C^ einen MUlelpunct und zugleich auch 
einen Qaber nur einen) Doppelpunct haben, so mufs der letztere noth-- 
wendig im Unendlichen, auf G^, liegen, dabei kann er aber. Je nach Um- 
ständen, entweder P29 oder r, oder 712 sein.''^ 

2^ „Hat eine Curve C einen im Unendlichen liegenden Mittet- 
punct, Wt^, so ist derselbe nothwendig zugleich ein Doppelpunct und zwar 
ein Doppelpunct erster Art, P2 (IO9 ^^^ insbesondere ein Rückkehr-- 
punct V (IL) , und so ist die Gerade G^ nothwendig Tangente in demselben 
(also oder @, oder insbesondere fRy 

§. 12. 

Die eben betrachteten Eigenschaften besonderer Curven dritten Grads 
gewähren eine Ergänzung der Sätze in §. 7«, so wie weitere Folgerungen 
aus denselben. 

Da in Rficksicht derjenigen Schaar Curven dritten Grads, S{C^)^ welche 
durch gegebene 6 Puncto p gehen und Mitlelpuncte Wt haben, der Ort dieser 
Mittelpuncte eine Curve fQnflen Grads Wl^ ist (§.7. L), die im Allgemeinen 
fflnf Puncto im Unendlichen, auf 6r«, hat, so folgt: dafs sich unter der S{C^) 
fQnf solche Ci befinden, welche jene unendlich entfernten Puncto beziehlich 
zu Mittelpuncten (SR») und somit zugleich zu Doppelpuncten P2 (oder insbe- 
sondere c) haben, und in denselben von der Geraden G^ berührt werden 
(§. 11.2^). Aufser diesen bCü giebt es unter der S{C^) keine, welche nur 
einen Doppelpunct hat, wohl aber befinden sich unter denselben 36 solche, 
wovon jede zwei Doppelpuncte hat, indem sie aus C^'\-C^ besteht, was be- 
reits oben (§. 7. L) nachgewiesen worden. Also : 

„ Unter der Schaar Curven C\ welche durch gegebene 6 Puncte p 
gehen und Mittelpuncte SR haben, giebt es im Allgemeinen ßnf solche. 
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Co% deren Mitteipuncte (9)1») im Unendlichen tiefen, daher zugleich 
Doppelpuncte ^^ (oder x) sind und die Gerade G^ zur zugehörigen Tan-^ 
gente haben. Die S{C^) haben im Ganzen 77 Doppelpuncte; jedoch giebt 
es blofs die genannten 5 Cf , wovon jede nur einen üoppelpunct hat, da- 
gegen 86 solche , wovon jede in C^-\-C^ zerfällt und daher zwei Dop-- 
pelpuncle hat?'' 

Durch Projection folgt: 

^ySoll eine beliebige Curve C^ durch gegebene 6 Puncte p gehen 
und eine gegebene Gerade U zur Harmonischen eines ihrer Wende- 
puncte ro haben, so ist der Ort dieses n) eine Curve fünften Grads, Ü)t^, 
welche durch die 6p, so wie durch 51 andere leicht construirbare Puncte 
geht (§• 7. 1.). Unter dieser Schaar Curven C^ giebt es 36 solche, wo- 
von jede aus C'^'\-C^ besteht und somit ^wei Doppelpuncte hat; hingegen 
giebt es nur 6 solche Co, wovon jede blofs einen Doppelpunct p2 (oder x) 
hat, und zwar liegen diese 5 Doppelpuncte in der Geraden H, sind ihre 
Schnitte mit der Ortscurve W^^ und in jedem ist H Tangente an die zu- 
gehörige Curve C?/* Oder man kann auch sagen: „Sind 6 Puncte p und 
mne Gerade H gegeben, so giebt es fünf solche Curven Co, welche durch 
die 6p gehen und die U zur Tangente in einem Doppelpuncte f), haben.'' 
Hierans und aus dem Umstände: „Dafs die Curve CS bestimmt ist, wenn 
sie durch gegebene 6 Puncte p gehen und einen gegebenen siebenten 
Punct (/ zum Doppelpunct, oder wenn sie durch gegebene 5 Puncte p 
gehen, einen gegebenen sechsten Punct q zum Doppelpunct und in Lesern 
eine gegebene Gerade zur Tangente haben soll,'^ können weiter folgende 
Sfltze geschlossen werden. 

I. „Soll eine Curve C^ durch gegebene 6 Puncte p gehen und 
einen Doppelpunct ps haben, dessen eine Tangente durch einen gege- 
benen siebenten Punct q geht, so ist der Ort des Doppelpuncte f), wie 
Curve 7^^" Grads, C, welche sowohl den Punct q als die 6 Puncte p 
zu Doppelpuncten hat und wobei die eine Tangente jedes Doppelpuncte p 
avf die Gerade pq fällt; — und ferner ist der Ort der andern Tan- 
gente ® des Doppelpuncte ip2 der Curve Co eine Curve 25'^"' Classe, 
K^^'' Von der Curve C sind viele andere specielle Puncte leicht zu oea- 
struiren. Ferner: „Unter der Schaar Curven dj giebt es, im Allgemeinen, 
18 solche, welche statt des Doppelpuncte f»2 einen Rückkehrpunct r haben, 
dessen (Rückkehr-) Tangente 91 also ebenfalls durch den gegebenen 
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Punct q geht und die Curve K^^ berührt (hindern und @ m 91 ver^ 
einigt sind §. 11.) und zudem auch die Curve G'' im Puncte x berührt.^^ 
Und ferner: 

„Soll eine Curve CS durch gegebene 6 Puncte p gehen und einen 
Doppelpunct p, haben, dessen Tangenten und @ beziehlich durch zwei 
andere gegebene Puncte q und s gehen, so finden, im Allgemeinen, 2o 
Lösungen statt.''' 

II. „Soll eine Curve C' durch gegebetie 7 Puncte p gehen und 
einen Doppelpunct p2 haben, so ist der Ort dieses Doppelpuncts eine 
Curve 6^^" Grads, G^, welche die 7 Puncte p zu Doppelpuncten hat, und 
so ist der gemeinsame Ort seiner beiden Tangenten und @ eine Curve 
iS*'' Classe, KV' Also: 

„Soll eine Curve CS durch gegebene 7 Puncte p gehen und einen 
Doppelpunct p2 haben, dessen eine Tangente durch einen achten gege» 
benen Punct t/ geht, so finden, im Allgemeinen, 18 Lösungen statt.''' 

III. „Soll eine Curve CS durch gegebene 6 Puncte p gehen und 
einen Rückkehrpunct x haben, so ist der Ort des letztem eine Curve 
IT'" Grads, welche jene 6 Puncte p zu Doppelpuncten hat; und so ist 
der Ort der Rückkehrtangente 91 eine Curve 18*^'^ Classe.^' Daher: 

„Soll eine Curve CS durch gegebene 6 Puncte p gehen und einen 
Rückkehrpunct x haben, dessen Tangente 91 durch einen gegebenen sie- 
benten Punct r geht, so giebt es, im Allgemeinen, 18 Lösungen.^'' 

Hieran scbliefse ich noch folgende Aufgabe. 

IV* Wenn beliebige 6 Pancte p gegeben sind, so ist jeder andere 
Poncl q der Ebene Doppelpunct einer durch jene 6 Puncte gehenden bestimmten 
Curve Co« Werden nun die Doppelpuncle nach den zwei Arten durch p, 
und 7i2 unterschieden (§. 11.), so kann man fragen: „in welchen Theilen 
oder Regionen der Ebene der Punct q lieget müsse, damit er ein p, 
oder wn ti^ sei?'''' Bestehen die Grenzen dieser Regionen nur allein aus der 
vorgenannten Curve O^*"" Grads (III.)? 
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Vorkommen der Curven, welche Mittelpuncte haben, bei Betrachtung 

allgemeiner Curven. 

Innere Polaren. 

§. 13, 

Durch jeden Punct P in der Ebene eines Kegelschnitts C^ läfst sich 
immer eine, aber im Allgemeinen nnr eine solche (reelle oder imaginfire) 
Sehne aui ziehen, welche durch den Panct P gehfiiftet wird. Sobald zwei 
solche Sehnen durch denselben Punct P möglich sind , so finden zugleich un- 
endlich viele statt, und dann ist P der Miltelpunct von C^ 

Diese Betrachtung kann auch auf die höheren Curven ausgedehnt werden. 
Zieht man durch einen beliebigen Punct P in der Ebene einer gegebenen 
Curve C*" irgend eine Gerade S, so schneidet sie die Curve in m Puncten; 
nun kann man verlangen, die Gerade soll so gezogen werden, dafs von den 
m Schnittpuncten irgend zwei, etwa a und Hi, gleichweit von P abstehen, 
und zwar auf entgegengesetzten Seiten von P liegen (nicht in einem Berflh- 
rungspuncte vereinigt sind). Kürze halber soll jede Gerade S, welche ein 
solches Paar Schnittpuncte enthält, schlechthin eine ,jSehne^* und die Puncte 
a und üi sollen die Endpuncte der Sehne heifsen; und wenn eine Gerade 
zugleich zwei Paar solche Schnittpuncte enthält, etwa a und ai, h und 61, 
so soll sie „Doppelsehne'''' genannt und durch 8^ bezeichnet werden; solche S2 
hat also auch zwei Paar Endpuncte. Gleicherweise können insbesondere auch 
dreifache, vierfache, etc. Sehnen vorkommen. 

Über die Anzahl aller Sehnen S, welche durch denselben Pol P gehen 
und über die Lage ihrer Endpuncte a und üi hat man den folgenden Satz: 

I. „Durch jeden Punct P in der Ebene einer gegebenen Curve C'^ 
gehen im Allgemeinen ^m{rn—\) Sehnen S, und ihre m{m — 1) End-- 
puncte (a und a^) liegen allemal in einer um einen Grad niedrigem 
Curve •/'""*, welche nothwendigerweise den Pol P zum Mittelpunct hat.'''' *) 



*) Der Beweis dieses Satzes ergiebt sich unter andern durch folgende geometrische 
Anschauung. Man denke sich die Curve C"^ in ihrer Ebene, um den festen Pol P, um 
180® henimbewegt und bezeichne sie in der neuen Lage durch C7* — oder^ was auf 
dasselbe hinauskommt, man denke sich zu C^ die ihr, in Bezug auf den Punct P, sym- 
metrisch {gleiche T/", so dafs C'^'\-€^ als eine Curve C^'" anzusehen sind, welche P 
zum Mittelpunct hat, und wobei also jeder Pnuct // in C*^ seinen Gegenpunct ;;, in C^ 
hat und auch umgekehrt, — so haben die Curven €'" und C^ parallele Asymptoten, von 
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Die genannten Endpuncle machen gerade die volle Zahl Schnittponcte 
beider Curven aus. Findet sich insbesondere, dafs durch einen Pol P mehr 
als im{fn — 1) Sehnen jS^ gehen, ja sobald nur eine Sehne mehr durchgeht, 
so gehen alsdann unendlich viele hindurch, so dafs die gegebene Curve C'^ 
selbst den Punct P zum Mitelpunct hat. 

Beachtet man von allen durch den Punct P gehenden Geraden nur 
diejenigen, T, bei welchen von den m Schnitten mit der Curve C" ebenfalls 
zwei gleichweit von P abstehep, aber auf derselben Seile von P liegen sollen, 
also zu einem Berührungspuncl der Geraden T vereinigt sind: so finden be- 
kanntlich m{m — 1) solche Tangenten T statt, deren ni{m — 1) Berührungs- 
puncte in einer Curve A"'"^ liegen, welche die erste Polare des Pols P in 
Bezug auf die gegebene Curve C"" heifst (s. den voranslehenden Monatsbericht). 

Wegen Übereinstimmung dieser letzten Bedingung mit der vorigen, 
soll fortan die obige Curve J'""^ (wenn auch in anderer Hinsicht nicht ganz 
passend) die „innere Polare,^^ hingegen die Curve A*^"^ die ,^äufsere''^ oder 
schlechthin nur die erste Polare des Pols P in Bezug auf die Basis €"" ge- 
nannt werden. Beide Polaren sind also immer vom gleichen Grad. Aufserdem 
haben sie, unter andern, folgende wesentliche Beziehung zu einander. 

II. ,,Die beiden Potaren A'^"^ und J"""^ Jedes Puncts P in Bezug 
auf dieselbe gegebene Curve C*^ haben m — 1 gegenseitige Schnittpuncte 
im Unendlichen, auf der Geraden G^y daher müssen ihre Asymptoten 
paarweise parallel und die zu jedem Paar gehörigen müssen gleichzeitig 
reell oder imaginär sein; und daher müssen ferner die noch übrigen 
(m — i)(m — 2) Schnitte beider Polaren in einer Curve vom (m — 2)^^" Grad, 
C"-' liegen:' 

§. 14. 

In Röcksicht der innern Polare sind zunächst verschiedene besondere 

Umstände zu erörtern, weiche zum Thei! zu interessanten Resultaten führen. 

Nämlich man kann fragen: welchen Einflufs es auf die Polare J""~^ habe, 

oder wie sie sich gegen die Basis C*^ verhalte, wenn der Pol P in der 



ihren m^ gegenseitigen Schnitlpuncten liegen somit m in der Geraden Gx , daher mussep 
die äbrigen m(m — 1) Schnitte in einer Curve (w— l)'*"" Grads J'^"^ liegen, und zwar 
müssen sie paarweise Gegenpuncte in Bezug auf P sein (denn ist a ein Schnitt von €** 
und C^f so mufs auch sein Gegenpunct a, in beiden Curven zugleich liegen), somit 
müssen diese Schnitte die Undpuncte von ^m(m — i) Sehnen ^n, der Curve C"' (auch 
der C^*) sein, und folglich niufs die Curve J"*""* den Pol P zum Millelpuncl haben. 

CreUe*8 Journal f. d. M. Bd. XLVII. Heft 1. 5 
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letztem selbst liegt, oder insbesondere ein singulfirer Panct derselben ist? oder 
ferner: welche Bewandtnirs es mit der Polare J*"^^ habe, wenn die Basis 
von specieller Form ist, etwa in Theile zerfällt? oder ferner: ob es in der 
Ebene der Basis solche besondere Pole gebe, fOr welche die innere Polare 
eine eigenthQmliche Form erhdlt, in Theile zerfdilt? u. s. w. Die wesent- 
lichsten Falle der Art sollen im Folgenden karz angedeutet werden. 

L Verhalten der innern Polare, wenn der Pol P in der Basis C'" selbst liegt. 

Hierbei sind wieder die beiden Zablformen m^=z2fi und m = 2v — 1 
zu unterscheiden, so dafs man es mit den zwei inneren Polaren 

J^^-* und J'"-' 
zu thun hat, wovon die erstere immer durch ihren eigenen Mittelpunct oder 
Pol P geht und auch sonst noch sich verschieden von der andern verhält. 

1. Wenn der Pol P ein beliebiger Punct der Basis C'^ ist: 

a) so hat J^^""' die Tangente vonC*" /i) so hat J-*^~^ im Puncte P einen 

im Puncte P zur Wendetangente, wt Doppelpunct, dp. 

(§. 9). 

2. Wenn P insbesondere ein Wendepunct der Bfisis C"" ist: 

a) so hat t/^^""* die zugehörige /?) so hat J^"""^ den P zum dp 
Wendetangente mit der Basis gemein, mit zwei wf^ wovon die eine auf die 

wl der Basis fällt. 

3. Wenn P itisbesondere ein Doppelpunct der Basis ist: 

a) so hat t/^"~* in P einen drei- /:?) so hat J^*^""^ den P wiederum 

fachen wp, mit drei wl, von welchen zum dp mit zwei wt, welche auf die 
sie ffinfpunclig berührt wird (§. 1.). beiden Tangenten der Basis fallen. 

4. Wenn P insbesondere ein Rückkehrpunct der Basis ist: 

d) so hat J'^-* in P einen drei- /?) so hat J^''-' in P die rt der 

fachen Wendepunct mit drei Wende- Basis zur doppelten rt und doppelten 

tangenten, so dafs sie von jeder der wt, nämlich sie berührt daselbst die rt 

letztern daselbst fQnfpunctig berührt der Basis doppelt, mit zwei Zweigen^, 

wird, wie vorhin (3). und somit auch sich selbst. 

Ist die gegebene Basis z. B. nur vom vierten Grad, C^ so besieht die 
innere Polare J^ in den beiden Fallen (3. a) und (4. a) aus drei Geraden, 
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3J^, die durch P gehen, nimlich aus drei Doppelsehnen aui oder S^^ bei 
denen das eine Paar Endpancte, b und 6^, in P vereinigt sind. Und dabei 
hat die infsere Polare A^ mit der Basis beziehlich den Doppel- oder ROck- 
kehrputtct nebst den zugehörigen Tangenten (d und ®, bei 3., oder 91 bei 4.) 
gemein. Vermöge des obigen Satzes (§. 13. II.) folgt: „Dafs die drei Ge-- 
roden, 3JS aus denen die innere Polare beateJU, oder die durch P ge-^ 
henden drei Doppelsehnen S2==aui^ beziehlich den drei Asjftnptoten, 3A^^ 
der äufsern Polare A^ parallel sein Müssen; und dnfs umgekehrt, wenn 
man durch P mit einer Asymptote con A^ eine Gerade S parallel zieht, 
diese von der Basis C* in zwei von P gleich iveit abstehenden Punctefh 
a und ai geschnitten wird.^^ 

5. Wenn endlich P insbesondere ein (nt — \)f acher Punct der 
Basis C^ ist: 

„so besteht sowohl die innere als dufsere Polare, J""-* sowohl als A'^"^, 
aus den m—i Tangenten der Basis im Puncte P." 

n. Verhalten der innem Polare, wenn die Basis aus Thcilcn besteht. 

Die Basis C*" kann auf mannichfache Weise in Theiie zerfallen, d. h. aus 
zwei oder mehren Curven niedrigerer' Grade, oder selbst nur aus Geraden 
bestehen, wobei dann der obige Satz (§.13.) immerhin bestehen bleibt; was 
unter andern zu folgenden speciellen Sätzen führt. 

1. Wenn die Basis C*" aus m Geraden G besteht. 

„Sind in einer Elbene beliebige m Gerade G gegeben und man 
zieht durch irgend einen Pol P zwischen je zwei Geraden diejenige 
Sehne S oder aai^ welche von P gehälftet wird, was im Ganzen \m{m — 1) 
Sehnen aui giebt, so liegen ihre m{m — 1) Endpuncte, a und a^^ allemal 
in einer Cnrve {m—iy*''* Grads, J*""*, welche P zum Mittel punct hat.''' 

2. Wenn die Ba-sis C'^ aus zwei Curven C" und C^ besteht, 
wo a-j-/9 = f/t. 

„Sind in einer Ebene irgend zwei Curven C und C^ gegeben 
und man zieht durch einen beliebigen Pol P die ^a{a — 1) Sehnen aai 
in der Curve C", so wie die j^ß{ß — i) Sehnen bb^ in der Curve C^, 
und ferner die a . ß Sehnen a b zwischen beiden Curven, (d. h. solche Ge- 
rade ab, die den einen Endpunct a inC*", den andern b in C^ und ihre 

5* 
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Mute in P haben), so lieyen die Endpvncte alter dieser Sehnen, wae 
zvsammeti a(a— l)-f /?{/?— 1) -f 2a/? = wi(m — l) Endpuncte sind, allemal 
in einer Curve (a-lß — iy'"' oder (m— l)**'" Grads, J'^', welche den 
Pol P zum Mittel puncl hatr 

Darin ist der besondere Satz entbailen: „Dafs durch jeden Punct P 
in der Ebene zweier beliebigen Curven C' und C^, im Alljfemeinen, a.ß 
solche Sehnen ab möglich sind, welche den einen Endpunct in der einen, 
den andern in der andern Curve und ihre Mitte in jenem Punete P habend 

Ferner ist daraus leicht der Folgende Satz herzuleiten: 
jySind in einer Ebene irgend zwei Curven C" und C^ gegeben, die 
einander in a.ß Pancten c schneiden, und zieht tnan durch einen be- 
liebigen Pol P die i «(« — !) Sehnen aa^ in der Curve C", so wie 
die -^ßiß — i) Sehnet^ bb^ in der Curve C^, so liegen die Endpuncte 
beider Systeme Se/men mit jenen Schnitlpuncten c, was zusammen 
a(a — i) -{- ß (ß — l) -j- aß = r/i («n ~i) — aß Puncte ausmacht, alletnal in 
einer Curve {a-Yß — Xf'" Grads, J"""^, welche den Pol P zum BTtttet" 
punct hat."'' 

III. Lage oder Ort des Pols P, wenn die innere Polare in Theile zerfallen soll. 

Dieser Fall fQhrt schon auf complicirte Untersuchungen, wenn die ge- 
gebene Basis nur von niedrigem Grade, nur vom dritten oder vierten Grad 
ist, wie aus nachsiebenden Betrachtungen erhellen wird. 

§. 15. 

I. Ist die gegebene Basis nur vom drillen Grad, C^, also die innere 
Polare jedes Pols P ein Kegelschnitt J'^, so kann dieser möglicherweise nur 
in zwei Gerade zerfallen, und es ist die Frage, ob dieses Zerfallen wirklich 
stfilt finden könne, und wo dabei der Pol P liegen müsse, oder welchen Ort 
er habe? In der That stellt sich heraus, dafs dieses Zerfallen auf zwei ver- 
schiedene Arten geschehen kann, und demgemäfs auch zwei verschiedene 
Örter vorhanden sind, und zwar wie folgt. 

yjüer Ort des Pols, dessen innere Polare J^ in zwei Gerade 
zerfällt , besteht aus zwei getrennten Curven, mimlich: 

A. aus der gegebenen Basis C^ selbst , und 

B. aus einer bestimmten Curve zweiten Grads , E'^, welche die 
zweite Polare der Geraden G^ in Bezug auf die Basis C^ ist (s. obig.Monats-- 
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bericht), oder welche die Envehppe aller Durchmesser von C^ ist" ~ 
Nämlich schneidet man die Corve (P mit einer beliebigen Transversale Z) und 
bestimmt za den drei Schnitten den Schwerpunct d: so liegen alle Schwer« 
puncte d von je einem System paralleler Transversalen ^ in einer Geraden D, 
welche Dvrehniesser der Carve C heifst, and wobei die Richtung der Trans- 
versalen, die „conjugirle Richtung'*^ des Durchmessers genannt werden soll. 
Alle Durchmesser D der Curve C^, wozu insbesondere auch ihre Asymp- 
toten A^ gehören, berflhren nun den genannten Kegelschnitt £^. Sind die 
ZA^ alle reell, so ist £^ diejenige dem Asymptotendreieck eingeschriebene 
Ellipse, welche dessen Seiten in ihren Mitten berährt; und schneiden sich 
insbesondere die ZA^ in einem Puncte, so reducirt sich E'^ auf diesen Punct, 
so dafs alle Durchmesser durch denselben gehen. Ist dagegen nur eine A^^ 
reell, so ist E'^, im Allgemeinen, eine Hyperbel, welche dies« A^ in einem 
leicht zu conslruirenden Puncte berflhrt. 

Über die beiden örter (J.) und (0.) sind die nähern Umstände 
folgende. 

IL 1. Liegt der Pol P in der Basis C^ selbst (^0) so fällt von den ihm 
zngehörigen drei Sehnen S, oder aa^^ bbi^ eci die eine, etwa cci, auf die 
ihm zugehörige Tangente, wobei ihre Endpuncte c und Ci sich mit P ver- 
einigen, daher als in den beiden andern Sehnen liegend anzusehen sind, etwa 
c in aüi und Ci in bb^ , so dafs also der Kegelschnitt J^ in die beiden Sehnen 
acoi und bcfi^ Obergeht, die wir zur Unterscheidung durch Si oder auch nach 
Umständen durch iS^ und Si bezeichnen wollen. Demnach entsprechen jedem 
in der Basis liegenden Pol P nur zwei eigentliche Sehnen 8i , die dritte 
fälU auf die Tangente^ wird unendlich klein, reducirt sich auf ihren 
Berührungspunct P. Denkt man sich nun zu demselben Pol zugleich auch 
die äufsere Polare A^, so folgt (§. 13. IL): 

„Für jeden in der Basis C^ liegenden Pol sind die ihm ent- 
sprechenden zwei Sehnen S und Si den Asymptoten seiner äufsern Po- 
lare A^ parallel.'' „Daher sind beide Sehnen reell oder imaginär, je 
nachdem die Polare A^ Hyperbel oder Ellipse ist, und auch umgekehrt f 
und wenn insbesondere A^ Parabel ist, so fallen die Sehnen S und Si 
aufeinander, und auch umgekehrt.'' Eis giebt im Ganzen nur 6 solche 
besondere Pole P, die Pu heifsen sollen, für welche die Sehnen S und Si 
in eine, ab oder So^ zusammenfallen, und womit zugleich die Polare A^ 
Parabel wird, und zwar sind die 6 Pole Po die gegenseitigen Schnitte 
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der Cnrven C^ und E\ *) Jede der 6 Sehnen So hat die Eiifenschaft, 
dafs die in ihren Endpuncten a, b an die Basis C^ gelegten Tangenten 
A, B parallel sind. Liegt der Pol P insbesondere in einem Wende- 
punct xo der Basis, so fällt eine der beiden Sehnen S. und <S|, etwa S, 
auf die Wendetangente 3B , und alsdann besteht auch A^ aus zwei Ge- 
raden, nämlich aus Sß und der Harmonischen H von n) (§. ll.)? ^^d 
es ist Si # H, d, h. , in diesem Falle besteht jede der beiden Polaren J^ 
und A^ aus zwei Geraden, wovon zwei auf SEß fallen und die beiden 
andern, Si und H, parallel sind. 

Die Sehnenpaare jS^ und Si sind insgesammt dem folgenden Gesetz 
unterworfen. 

„Alle Sehneti Si, in welche die innere Polare J^ zerfällt, wenn 
der Pol P in der Basis C^ selbst liegt, oder was auf dasselbe hinaus- 
kommt, alle solche Sehnen aca^.^ deren Mitten, c, in der Basis selbst liegen, 
berühren eine bestimmte Curve 6"' Classe, Sf, und iS''"" Grads, G'V' 

Ober das Verhalten dieser Curve gegen die Basis und über andere 
Eigenschaften derselben, mag hier noch Folgendes hinzugefOgt werden. 

2. Die Curve S^ berührt die Basis C^ in ihren 9 Wendepunc- 
ten xo^ so wie in ihren 3 unendlich entfernten Puncten a^, so dafs sie 
also die 3 Asymptoten A^ mit ihr gemein hat; aber die SI berührt jede 
dieser 3^4.« auch noch in einem bestimmten andern Puncte , so dafs sie 
dieselben zu Doppeltangenten hat. Da die Basis ebenfalls von der 
ff"" Classe ifft, C^ = K^, so bestehen die 36 gemeinschaftlichen Tan- 
genten beider Curven hlos aus den 9 Wendetangenten SB und den 
3 Asymptoten der C^, indem jede dieser 12 Geraden für 3 gemein- 
schaftliche Tangenten zu zählen ist. 

3. Die Curve Si berührt die oben genannten 6 besondern Sehneti iSl, 
in ihren Milien P^ und schneidet somit daselbst die Basis C^. Von den 



*) In jener Abhandlung, welche der obige Monatsbericht bespricht, wird gezeigt: 
^Dafs die Curve £* der Ori aller derjenigen Pole P Ut , für welche die aufsetze 
Polare A* Parabel wird; und dafs überhaupt die Polare A* Hyperbel, Ellipse oder 
Parabel isij je nachdem der Pol P beziehlich an f serhalb , innerhalb oder in der 
Curve E* lieat^ Dasselbe gilt also auch für die innere Polare J% da sie stets mit Ä^ 
ahnlich und ähnlich liegend ist. ^Esyiebt, im Allgemeinen , nur einen bestimmten 
Pol P, dessen Polaren A* und J* Kreise sind.^' j^l^i^y^ der Pol P insbesondere im 
Mittelpuncie der Curve JE% so sind seine Polaren A* und J* der E* ähnlich^ $nit 
ihr ähnlich liegend und conoentrisohy Das Nähere hierüber sehe man unten, AuFg. 
und Salze, welche sich auf die gegenwärtige Abhandlung beziehen. 
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3 . 18 == 54 gemeinschaftlichen Puncten beider Curven kennen wir also 
bereits 30, nämlich die 9n) und 3a^, jeden dfßppelt gezählt, und die ßP«,; 
die 24 übrigen haben die Eigenschaft, dafs sie die einen Endpuncte Hi 
solcher besondern Sehnen actti sind, die ®o heifsen mögen, bei welchen 
die im andern Endpuncte a und in der Mitte c an die Basis gelegten 
Tangenten A und C parallel sind, und welche die Curve Si' in den 
Puncten Ui selbst berühren. Durch die 24 Puncte Ui können Curven 
8''" Grad^9 gehen. 

4. Die i2 gemeinschaftlichen Tangenten der Curven Äf und E^ 
bestehen: 1) aus den 3A^ der Basis, jede doppelt gezählt, und 2) aus 
6 solchen Sehnen «Si, welche zugleich Durchmesser der Basis sind; die 
6 Mitten c dieser 6 Sehnen liegen in irgend einem Kegelschnitte C^. 

5. Die Curve Äf hat femer die Gerade 6r« zur dreifachen Tan- 
gente, berührt sie in 3 Puncten g^. Diese 3 Puncte sind dadurch be-* 
stiinmt, dafs sie zu den drei Puncten a« (3.) die vierten harmonischen 
Puncte sind; d. h., wenn man durch irgend einen Punct drei Gerade 
A, B, C den SA^ der C^ parallel zieht und zu denselben die 3 vierten 
harmonischen Strahlen Ai^ J?x? Ci bestimmt, so dafs ABAiC, ABCBi^ 
ACyBC harmonisch sind, oder auch so, wenn man in dem Asymptoten-- 
Dreieck 3^^ aus den Ecken durch die Mitten der Gegenseiten die 3 Strahlen 
Ai^ Bi^ Ci zieht: so sind diese Strahlen nach jenen unendlich entfertUen 
Berührungspuncten g^ gerichtet. (Die aoF diese Weise construirten 3 Strahlen 
sind dann ancli beziehlich den Axen der 3 asymptotisciien Parabeln parallel 
welche die Curve Si in den 3 Pancten g^ fönfpunctig berahren.) Da die 
Cnrve Sf vom IS***" Grad ist, so mufs sie mit der Geraden 6« aufser den 
bereits angegebenen 9 Puncten (den 3^«, doppelt gezählt, und den S«/«), noch 
9 andere Puncte, </», gemein haben. Diese Puncte dn sind dadurch 
bestimmt, dafs die zugehörigen Tangenten oder Asymptoten, £)o) ^^ 
Curve durch diejenigen Puncte, d^), der Basis C^ gehen, in welctien 
letztere von einzelnen ihrer Durchmesser, l>o, berührt wird, und dfifs 
dieselben die diesen Durchmessern conjugirte Richtung haben (I.)- Dafs 
es 9 solche Durchmesser D^ giebt, erheilet daraus, dars sie gemeinschaftliche 
Tangenten der Curven C^ und £P sind, welche 12 gemeinschaftliche Tangenten 
haben, aber wovon drei die Asymptoten A^ der C^ sind. Die 9 Asymptoten X)<) 
sind zugleich solche eigenthOmliche Sehnen ady^a^ (= i$\), bei welchen die in 
den Endpuncten a, ai und in der Mitte d^ an die Basis C^ gelegten drei 
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Tangenten A, Aj, und 1?^ sich in irgend einem Puncte Q treffen. Also: 
„In einer Curve 3''" Grad« C^ gieht es, im Allgemeinen, 9 solche Trans- 
versalen X>u, bei welchen von den drei Schnitten der eine, d^^ in der 
Mitte zwischen den beiden andern, a und aj, liegt und wobei die zuge-- 
hörigen drei Tangenten in irgend einem Puncte Q zusammentreffen, und 
wo zudem die Tangente Do im mittelsten Schnittpuncte 4i zugleich ein 
Durchmesser der Curve ist." — Die Beziehungen, welche die Curve S[ 
rficksichllich der 9 Geraden X>u and der 9 Puncte Q zu andern, mit der 
Basis C^ innig zusammenhangenden Curven hat, werden hier Obergangen und 
sollen bei einer andern Gelegenheit näher in Betracht kommen. 

6. y, Durch jeden beliebigen Punct Q gehen, im Allgemeinen, 
6 Sehnen S^ oder acui und ihre 6 Mitten c liegen allemal in irgend einem 
Kegelschnitte. Liegt Q in der Basis C^ selbst, so wird diese in dem-- 
selben von dem Kegelschnitte berührt.*' Versetzt man Q ins Unendliche, 
so fallen von den 6 Sehnen «S*! drei auf &„ und die drei Obrigen laufen 
parallel, und ihre Mitten c liegen in dem ihrer Richtung conjugirten 
Durchmesser D, sind dessen Schnitte mit der Basis C^. Somit sind 
von den Tangenten der Curve <9f, oder von den Sehnen Si^ nur je 3 
und 3 parallel und ihre Mitten sind jedesmal die 3 Endpuncte des ihrer 
Richtung conjugirten Durchmessers D der Basis C^ und auch umgekehrt. 

7. Der Berührungspunct s jeder Sehne aca^ = S^ mit ihrer Orts- 
curve S^^ wird durch folgende einfache Construction gefunden. Man lege in 
ihren Endpunclen a^ a^ und in ihrer Mitte c an die Basis C^ die Tangenten 
A, Ai und C; ihre Schnitte AA^^ AC, CA^ mögen beziehlich p, q, q^ heifsen. 
In A und A^ nehme man die Puncte f) und ^i so, dafs q und q^ die Mitten 
der Strecken p^ und frpi sind; ziehe sodann die Geraden a^i und aip, nenne 
ihren Schnitt r^ so geht die Gerade pr durch den gesuchten Berührungspunct s 
der Sehne aui. — Hiezu noch die Bemerkung. Die durch die Puncte p 
und f>i gezogene Gerade Ci, — die mit C parallel und mit ihr auf gleicher 
Seite von p liegt, aber doppelt so weit von p absteht, ~ schneidet die 
Sehne aui in demjenigen Puncte ^i, welcher mit s zu a und ^i harmonisch 
ist, d. h. ny^i^i sind harmonisch. Gehl C insbesondere durch p, so fällt also 
Cj auf C, Si in c, und s entfernt sich ins Unendliche. 

8. Aus (2.) folgt, unter andern, der nachstehende Satz. 

„Denkt man sich in derselben Ebene zwei ähnliche Curven dritten 
Cfrads, C^ und Cl^ deren homologe Dimensionen sich verhalten^ wie 2 : i, 
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häU die eine , etwa C^, in ihrer Laye fest , so kann die andere auf 24 
verschiedene Arten so gelegt werden, dafs beide Curven direct (nicht 
symmetrisch^ ähnlich liegen, einander in irgend einem Paar homologen 
Punoien m und nii und nebstdem noch in irgend zwei nicht homologen 
Puncten n und y, berühren'* „Durch die 24 Puncte m in der Curve C^ 
können Curven 8'"* Grads gehen; eben so durch die 24 mi in C}.'' 

III. Liegt der Pol P in der Curve E'^ (I. 0.) , so sind die ihm zu- 
gehörigen drei Sehnen jS oder aui^ bb^^ cci so beschaffen, dafs etwa die 
drei Endpuncle a, b, c in einer Geraden J, und somit auch die drei andern 
^n ^1^ ^1 III ^in^r Geraden Jg liegen, so dafs also unter diesen Umständen 
die innere Polare J^ in die swei Geraden J und Jx zerfällt, welche parallel 
sind und gleichweit vom Pol P abstehen, und zudem auch projeclivisch gleich 
sind, indem abz=aibi^ ac^^UiC^^ bc^biCi ist. In diesem Falle ist die 
äafsere Polare jedesmal eine Parabel, deren Axe mit den Geraden J und Ji 
parallel ist (II. 1.). Von den in E^ liegenden Polen zeichnen sich zunächst 
folgende durch eigenthOmliche Umstände aus. 1) Die schon oben genannten 
6 Schnitte Po der Curven C^ und E'^. In jedem derselben wird die Sehne cc^ 
unendlich klein, und daher fallen die Geraden J und J| zugleich mit den 
Sehnen aui und bb^^ (oder oben <S und <Si) aufeinander, auf die dortige 
Sehne S^. 2) Ferner giebt es drei solche besondere Pole, die X, Y, Z 
beifsen mögen, fflr welche (nicht allein die innere sondern) zugleich auch die 
äufsere Polare ä? (die Parabel) in ein Paar parallele Gerade Ä und Ai zer- 
fällt, welche flberdies mit den zugehörigen Geraden «7 und Ji parallel sind. 
Aufser diesen drei Puncten X, Y, Z giebt es in der ganzen Ebene keinen 
andern Pol, dessen äufsere Polare A'^ in zwei parallele Gerade zerfällt. 

Ober die gesammten Geraden J, J^ hat man folgenden Satz. 

„Alle Paare Gerade J und J|, in welche die innere Polare J^ 
zerfällt, wenn der Pol P in der Curve E^ Hegt, berühren eine Curve 
6*^ Classe, J^, und 14'^" Grads, welche die 6 Sehnen So zu Asymptoten 
und die Gerade G^ zur vierfachen Tangente hat.'' Die Curve J^ 6f- 
rü/irt jedoch die Gerade G^ nicht in vier, sondern in nur zwei ver^ 
schiedenen Puncten, aber in jedem doppelt, so dafs sie sich in jedem 
derselben selbst berührt, und zwar sind diese zwei Puncte zugleich 
die gemeinschaftlichen Puncte der Curve E^ und der Geraden G^, oder 
die unendlich entfernten Puncte der Asymptoten von E^. „Wird durch 
den Pol P mit den zugehörigen Geraden J und J^ eine drille Gerade, Jq, 
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parallel gezogen, so ist ihr Ort eine Curoe 3*^' Claase JS und 4*'" Grads, 
welche die Gerade G^ zur Doppel/angente hat, und zwar sie in den eben 
genannlen zwei Puncten berü/iri.'' „Daher ist das ganze Sgstem der 
verschiedenen Paare Gerade J und J^ auch so beschaffen, da fs jeder 
Puncl ^ der Ebene, rin Allgemeinen, der Millelpuncl eines Kegelschnitts 
ist, welcher irgend drei der genannlen Paare berührt, und zwar die-- 
jenigen drei Paare, welche den durch den Punct ^ gehenden drei Ge-- 
raden J^ entsprechen" 

„Die 30 gemeinschaftlichen Tangenten der Curoe J^ und der 
Basis C^ bestehen aus 18 Paar zusammengehörigen Geraden J und J^y 

Wenn die Geraden J und Ji Tangenten der Basis C^ werden, so 
vereinigen sich von den obigen drei Puncten a, b, c m J irgend zwei, etwa 
h und c, zu einem BerQhrungspuncle (bc) oder a; eben so die Puncle 6j und C| 
in «7| zu einem BerQhrungspuncte (^iCj) oder ai; und damil fallen die Sehnen 
hbi und CC| in die Berfibrungssehne aai zusammen, die wir durch @i und 
ihre Mitte, oder den zugehörigen Pol P, durch P^ bezeichnen wollen. Die 
begrenzten gleichen Strecken aa == iiiOi von J und J^i sollen schlechthin 
gleic/te parallele Tangenten heifsen, aber da ihre Richtungen, von a nach a, 
und von a^ nach ^,, gerade entgegengesetzt sind, so sollen sie ungleichliegend 
genannt werden. Mit Bezug hierauf, bedingt der letzte Satz den folgenden. 

„Eine beliebige Curoe dritten Grads, C^, hat, im Allgemeinen, 
18 Paar parallele gleiche aber ungleichliegende Tangenten, aa und a^Ui^ 
und die Mitten, Pi , der 18 Berührungssehnen @| (= aai), liegen in jenem 
(oben näher) Ipestimmten Kegelschnitte E'^J*' 

„Von den 36 gemeinschaftlichen Tangenten der Curve J^ und der 
ofßigen Curve Si (IL) fallen 19 auf die Gerade G^, 6 andere sind jene 
besondern 6 Sehnen «So (II. 1.)) udid die noch übrigen 18 Ipestehen aus 
9 Paar zusammengehörigen Geraden J und J^.^' Da die letzlern (als 
Tangenten der «S") zugleich 9 Paar parallele und projectivisch gleiche Sehnen iSi, 
oder zur Unterscheidung S^ und Ä/, sind, so dafs J=Si=abc, Jt=:St^=^a^b^c^ 
und ah = bc=:aib^=zbiCi ist, wofern b und ^i die mittlem Puncte, also die 
Mitten der Sehnen S^ und Si sind : so hat man weiter, wenn der zugehörige Pol 
P oder die Mitte der Geraden bbi durch P^ bezeichnet wird, den folgenden Satz. 

„In der beliebigen Curve C^ giebt es im Ganzen 9 Paar parallele 
gleiche Sehnen Si und Si^ und die 9 Mitten P^ der ihre Mitten b und b^ 
verbindenden Geraden bb^ liegen in dem oft genannten Kegelschnitte £'."' 
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RQcksichtlicb der 42 gemeinscbaniichen Puncle der Curven J^ und C 
kann bemerkt werden, dafs wenn etwa a ein solcher Punct und J die zuge- 
hörige Tangente an J^ ist, und man denkt sich das zugehörige Paar Gerade 
J und Ji nebst dessen (in E'^ liegenden) Pol P, dafs alsdann die in den 
Puneten P und a^ an die respecäven Curven E'^ und C^ gelegten Tan-- 
genlen allemal parallel sind. Daraus schiiefst man den folgenden Satz. 

,, Denkt man sich die gegebene Curve C^ in ihrer Ebene um den 
Mittelpunct, E, des Kegelschnitts E'^ um 18€f^ herumbewegt und bezeichnet 
sie in der neuen Lage durch 6^, denkt sich ferner einen detn E^ ahn-- 
liehen und ähnlich liegenden KegelschniU E^ von doppelt so grofsen Di^ 
mensionen, dessen Mittelpunct E^ in der Curve Cf liegt, und bewegt 
diesen Kegelschnitt El so., dafs während sein Mittelpunct E^ die ganze 
Curve Cl durchläuft, er stets mit E'^ ähnlich liegend ist, oder seine Axen 
stets sieh selbst parallel bleiben , so wird die gegebene Curve C^, im AU'- 
gemeinen, 43 mal von dem auf diese Weise bewegten Kegelschnitte E^ 
berührt^ 

IV. In dem Vorstehenden kamen beiläufig solche einzeine Sehnen jS^, 
@o and ®j vor, bei welchen die Tangenten in ihren Endpuncten an die Basis C^ 
parallel waren, und zwar kamen OiSJ, (IL 1.), 24 @o (11.30 und 18@i (HL) 
in Betracht. Fassen wir diese Eigenschaft fOr sich auf und bezeichnen jede 
Sehne, welche Oberhaupt die Beröhrungspunde, a und a^, irgend zweier 
paralleler Tangenten, % und ^i, der Basis C^ verbindet, durch @, so ergeben 
sich folgende Resultate. 

,,Alle Sehnen ®^ welche die Berührungspuncte je zweier paralleler 
Tangenten der gegebenen Basis C^ verlnnden, berühren eine Curve 
9*"^ Classe, ©^ und (höchstens) 36''"' Gradsr Ferner: Die Curve & 
hat 6 dreifache Tangenten, Ss, welche sich paarweise in den oben ge-- 
nannten, in der Curve E^ liegenden drei Punclen X, Y, Z (III.) schneiden, 
und welche nebst dem zu je 3 durch 4 Puncle q, r, s und t gehen, so 
dafs sie die 6 Seiten eines vollständigen Vierecks rqst sind. Dieselbe 
Curve berührt auch die 3A^ der C^, und zwar jede im Mitlelpuncte der^ 
jenigen Hyperbel, welche die C^ in ihrem Berührungspuncle a« (IL 2.) 
mit der jedesmaligen A^ fünfpunctig berührt. Wird jede Tangente der C^, 
welche mit einer ihrer SA^ parallel ist, durch %y und ihr BerQhrungspunct 
durch Oo bezeichnet, so giebt es im Ganzen 129o and 12ao. Diese 12 Tan^ 
genten % sind zugleich besondere Sehnen @ und berühren die Curve & 

6* 
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in den tiämlichen Punclen Ou- Wird ferner jede Tangente der C\ welche 
mit einer ihrer 9 SB p/irallel ist, durch iB nnd ihr Berflhrungspancl durch 9 
bezeichnet, so giebt es im Ganzen 36 Puncte 9, und somit auch 36 Sehnen 
n>9 = @, welche die besondere Eigenschaft haben, dafs sie die Curve & 
gerade in den Pvnqlen berühren; zudem berOhren auch die 9 33 selbst, als 
specielle Sehnen @, die Curve @'^ in den zugehörigen Punclen n>. Hieraus 
und aus Fraberem ergeben sich folgende Beziehungen der Curve & zu den 
Curven (? und Sl 

„Die Curve @® berührt die Basis (P in ihren 9 Wendepunclen to, 
so wie in den 12 Puncten ^. Die 54 gemeinsehaflliche Tangenten 
beider Curven beetehen: 1) aus den 9 Wendetangenten 9ß der C^, jede 
dreifach gezählt, 2) aus den 19 Tangenten %^jede doppelt gezählt, und 
3) aus den 3 Asymptoten A^ der C^} was zusammen 64 auemachtJ*^ 

„Die &4 gemeinschaftlichen Tangenten der Curven & und Sf bei- 
stehen: 1) aus den 9^ und 3A^ der Basis C\ jede doppell gezählt, 
2) aus den obigen 24 S,^ (IL 3.) 9 ^nd 3) aus den 68^ (IL 1.); ^^^ ^^^ 
sammen 34 beträgt.^ 

Von den gemeinschaftlichen Puncten der Curven & und C^ kennen 
wir bereits 78, nSmIich die 9x0 und 12ao, doppelt gezählt, und die 369. 
Wofern nun der Grad der Curve & nicht geringer als 36 ist (was ich jedoch 
noch nicht genügend bewiesen habe), so fehlen noch 30 Puncte; jeder der- 
selben ist der dritte Schnitt irgend einer Sehne aai (= @) mit der Basis C^, 
und zugleich der BerQhrungspunct dieser Sehne mit der Curve &. Aus der 
Lage jener 78 Puncte schliefst man: dafs durch diese 30 Puncte Curven 
10*'" Grads gehen können. 

„Der Berühr ungspunct, etwa i, jeder beliebigen Sehne aai «= @ mit 
ihrer Orfscurve & ist einfach dadurch bestimmt, dafs er mit den bmden 
Krümmungen Mittelpuncten, etwa m und nii, der Basis C^ in den End-- 
punclen a und ai der Sehne in Mur Geraden liegt, so dafs die Gerade 
mmi allemal die Sehne aai im verlangten Bertihrungspuncte t schneidetJ^ 
Daraus schliefst man, unter andern: 

„Dafs es in einer beliebigen Curve dritten Grads C^, im Allgemeinen, 
36 Paare parallele gleiche und gleichliegende Krümmungsradien giebt^ 

Wird die Sfilte jeder Sehne aai=@ durch ^ bezeichnet, so folgt weiter: 

„Der Ort der Mitten Wt aller Sehnen (^, welche die Berührungen 
puncte paralleler Tangenten der gegebenen Ba^is C^ verbinden, ist eine 
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Curve i2^^' Grads, 3R", und 96'''' Classe, welche die Basis C^ in ihren 
9 Wendepuncten xo berührt, in den 6 Puncten P^^ schneidet, und ihre 
drei unendlich entfernten Puncte a^ zu tierfachen Puncten hat; was 
zusammen die volte Zaht, = 36, gemeinschaftliche Puncte beider Curven 
ausmacht.^'' Die 3 mal 4 Asymplolen der Carve 9)l^\ welche bezieblich den 
Sil« der C^ parallel, liegen respective in der Mitte zwischen jeder A^ und 
den mit ihr parallelen 4 Tangenten %. 

„Die Curve SX" schneidet die Curce E^ in den nämlichen 6 Ptinc- 
fern Fu w^^* nebstdein in den 18 Puncten Px (UI.)»'' 

Wenn man die Mitte SX irgend einer Sehne aai = @ als Pol P an- 
nimmt, so berahrt dessen innere Polare J^ die Basis C^ in den Endpnncten 
a and üi der Sehne. FQr keinen andern Pol können sich J^ nnd C^ berflh- 
ren, d. h. sie können sich nicht blos in einem Puncto oder nur einmal be- 
rflbren, sondern sobald sie sich in irgend einem Puncte, a, einfach berühren, 
so berühren sie einander nothwendig noch in einem andern Puncto, ai, und 
alsdann sind die zugehörigen Beröhrungstangenten , % und 9li, parallel, die 
Berflhrnngssehne aai geht durch den jedesmaligen Pol P und wird durch ihn 
gebfliflel. Also : 

„Der Ort des Pols, dessen innere Polare J^ die Basis C^ be-^ 
rühren soll, ist die nämliche obige Curce 12'*" Grads ^^^ ; dabei berühren 
sich die Curven nP und C^ zugleich in zwei Puncten und die zugehö* 
rigen beiden Berührungstangenten sind stets parallel!'^ Daraus folgt weiter: 

,JDafs es in der gegebenen Basis C^ keine zwei Sehnen <S geben 
kann, welche anand^ hälften; und daher kann auch die Curce Wl^\ 
aufser Jenen drei vierfachen Puncten a^, keinen andern vielfachen Punct 
habenr 

§. 16. 

Die im Vorstehenden (§. 15.) Ober die allgemeine Curve dritten Grads 
aufgestellten SStze und Eigenschaften erleiden mehr oder weniger erhebliche 
Modificationen , wenn die Curve von specieller Art ist. Die wesentlichsten 
hesQndern Arten sind etwa folgende: 

I. Wenn die Curve C einen Doppelpunct hat; wobei auch noch die 

dreifache Art des Doppelpuncts zu berficksichtigen ist ($. 11.)* 
II. Wenn die Curve zwei Doppelpuncte hat, oder in einen Kegelschnitt 

upd eine Gerade zerffillL 
III. Wenn die Curve drei Doppelpuncte hat, oder in drei Gerade zerffillt. 



46 £• Steiner, algeh. Curven, welche Miiielp. haben, u. Eigens, attgem. algeb. Curven. 

Wiewohl diese FAlle zu mehren nicht uninteressanten besondern Sätzen 
fahren, so roufs ich hier doch die nähere Discassion derselben unterlassen. 

§. 17. 

Ist nun Ferner die gegebene Basis eine allgemeine Curve vierten Grads, 
C\ und somit die innere Polare jedes Pols eine Curve dritten Grads, «/^ so 
kann letztere möglicherweise nur entweder in eine Curve zweiten Grads und 
in eine Gerade, oder in drei Gerade zerfallen; und zwar kann dieses Zer- 
fällen nur dadurch geschehen, dafs von den durch den jedesmaligen Pol P 
gehenden 6 Sehnen 8, oder aai^ hh^^ cc^^ ddi^ e^i und //i? irgend zwei 
aufeinanderfallen , und eine Doppelsehne S^ bilden; denn da alsdann durch 
die in «Sa liegenden zwei Paar Endpuncte, etwa a und cii, 6 und ii, keine 
eigentliche Curve J^ geben kann, so mufs sie zerfallen, und zwar mufs 82 
selbst ein Bestandtheil von ihr sein. Der andere Bestandtheil geht dann durch 
di<^ 8 Endpuncte der noch Obrigen 4 Sehnen iS^ und ist, im Allgemeinen, 
irgend ein Kegelschnitt J^ der den Pol P zum Mittelpunct hat, aber welcher 
Jedoch in besondern Fällen auch selbst noch in zwei Gerade zerfallen kann, 
und zwar auf zwei Arten. Nämlich 1) sobald es sich ereignet, dafs von den 
flbrigen 4 Sehnen auch noch ein Paar aufeinanderfällt, so fällt nothwendiger- 
weise auch noch das dritte Paar aufeinander, so dafs dann J^ aus drei Doppel- 
sehnen 82 besteht; oder 2) kann sich ereignen, dafs von den Endpuncten 
der flbrigen 4 Sehnen CC|, ddi^ ee^ und ffi irgend vier, jedoch von jeder 
Sehne einer, wie etwa c, d, e und f, in einer Geraden J liegen, so liegen 
notbwendigerweise die vier andern c^ i/^, ei und /"i, in einer andern Ge- 
raden Ji, so dafs dann J^ aus drei Geraden 82^ J und Ji besteht, wovon 
die zwei letztern parallel sind und gleich weit vom Pol P abstehen. Dem- 
nach kann die innere Polare J^ möglicherweise besteben: 

A, Aus J^-j-iS^t, d. h. aus einem Kegelschnitte J^ und einer durch 
dessen Mittelpunct P gehenden Geraden oder Doppelsehne jS^. 

B. af) Aus 382^ d. h. aus drei durch den Pol P gehenden Doppel- 

sehnen 1^2 ; oder 
Ä) Aus 82-\'J'\-Ji^ d. h. aus einer durch den Pol P gehenden 
Doppelsehne <92 und aus zwei gleich weit von demselben ablie- 
genden parallelen Geraden J und Ji. 
Der Fall (^.) kommt am häufigsten vor, wogegen die Fälle unter (iff.) 
nur für einzelne bestimmte Pole eintreten. Nämlich Fall QB. a.') : Eie giebt 
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im Ganzen nur 9 solche Pole, die P^ Aeifsen sollen, für welche die in-- 
nere Polare J^ in drei Doppelsehnen S2 zerfällt,'''* und zwar sind diesel-- 
ben zugleich die der Geraden G^ in Bezug auf die Basis entsprechen- 
den 9 Pole, d. h. sie sind die gemeinschaftlichen Schnittpuncte aller 
äufsern ersten Polaren A^ in Bezug auf C\ deren Pole in der Ge-^ 
raden G^ liegen. Die besondern einzelnen Pole, für welche der Fall (0. 6.) 
einlrilt, sind schwieriger anzugeben; wie man weiter unlen sehen wird. 

Über den Ort des Pols, dessen innere Polare auf die angegebene Weise 
in Tbeile zerfällt und über den Ort aller dabei vorkommenden Doppelsehnen) 
so wie über andere damit in Beziehung stehende Umstände, ergeben sich, unter 
andern, folgende Sätze und Eigenschaften. 

„Der Ort des Pols P, desseti innere Polare auf die angegebene 
Art in Theile zerfällt, ist eine Curve 10'" Grads, P'\ und 36''^ Ctasse, 
welche die genannten besondern 9 Pole P^ zu dreifachen Puncten hat, 
die Basis C* in ihren 4 unendlich entfernten Puncten o» berührt und 
somit deren AA^ auch selbst zu Asymptoten hatJ*^ Die noch öbrigen 32 ge- 
meinschaftlichen Puncte der beiden Curven P^^^ und C^ sind solche besondere 
Pole, etwa P^, fQr welche die zugehörige Doppelsehne S2 in eine Tangente 
der Basis C^ übergeht, etwa S^^ wobei nämlich das eine Paar Endpuncte, 
b und 6|, sich zum Berfihrungspunct P^^ vereinigt bat. Also: 

f^Eine beliebige Curve vierten Grads C* hol im Ganzen 39 solche 
Tangenten 82^ welche von ihr in zwei tom Berührungspuncl P^ glmch^^ 
weit abstehenden Puncten a und Ux geschnitten werden.'''' *) „Durch die 
39 Berührungspuncte P^ können Curven 8^'" Grads gehend'' 



*) Dieser Satz stiuimt mit demjenigen uberein, welchen Herr Professor Hesse im 
36sten Bande S. 161 d. Journ. zuerst aufgestellt hat; denn beide Satze gehen durch 
Projection in einander über; oder beide Sätze sind zugleich in dem folgenden Satze 
enthalten. 

y^Besiimmi man in jeder Tangente einer gegebenen Curve 4^^'^ Grads C^ den 
ihrem Berührungspuncte, in Bezug auf ihre zwei Schnittpuncte mit der Curve, 
zugeordneten vierten harmanischen Punct Q, so ist dessen Ort eine Curve 52^''* 
Grads, Q^*, welche die gegebene Curve in ihren 24 Wendepuncten dreipunctig 4e- 
rührt {die Wendetafigenten mit ihr gemein hat) und sie in den SB Berühr ungs^ 
puncten ihrer 28 Doppelt angentcn schneidet; was zusammen die volle Zahl ge^ 
meinschaft liehe Puncte beider Curven ausmacht, 24-3-|-56 = 128.'' yj)ie obigen 
besondern o2 Tangenten 5J sind den 52 Asymptoten der Curve Q** parallelm^ 
Bei dieser Gelegenheit erlaube ich mir noch folgende Bemerkung. 

Die im obigen Monatsbericht durch Q^'*^^^ bezeichnete Kerncurve ist, fQr die Basis 
SS C^, eine bestimnitü Curve 6*''" Grads, Q\^ welche durch die 24 Wendepuncte der 
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Von den 10 gemeinschaftlichen Puncten der Curve P^^* und der Ge- 
raden G^ kennen wir erst vier, die 4a^\ allein von diesen, so wie von- den 
ihnen zugehörigen Asymptoten, 4A^, hängen die noch flbrigen 6 Puncte, so 
wie die Richtungen ihrer zugehörigen Asymptoten ab. Bezeichnen wir fflr 
einen Augenblick die 4 Puncto a» durch a, ß, y und d, und die 6 unbe- 
kannten Puncto durch x und j^i, y und /i, z und C|, so ist jedes Paar der 
letztern immer zu den in zwei Paare geordneten erstem zugleich harmonisch, 
so dafs etwa 

xaxiß ^^^ xyxiit; yctfiy und yßyid; zaz^d und zßz^y 
harmonisch sind. Oder zieht man durch einen beliebigen Punct die 4 6e«- 
raden A, Bj C und D den 4 Asymptoten A, parallel^ ordnet dieselben auf 
die möglichen drei Arten zu zwei Paaren, nfimlich AB und CD, AC und BD^ 
AD und BC, und construirt zu diesen andere drei Sirahlenpaare X und Xx^ 
Y und Fl, Z und Zi so, dafs zugleich 

XAX.B und XCX.D; YAYfi und YBY.D; ZAZ.D und ZBZ.C 
harmonisch sind: so sind diese Strahlen X, Xi; Y, K^; Z^ Z| den unbekannten 
6 Asymptoten der Curve P^^* parallel, und somit nach jenen 6 Puncten x, Xi; 
Yj Xii ^f ^1 gerichtet, welche die Curve mit G^ gemein hat. Von diesen 
drei Puncienpaaren sind immer zwei Paar reell und das dritte imaginär, 
und dem entsprechend sind auch von den 6 Asymptoten 4 reell und 9 
imaginär, wofern nämlich jene ersten 4 Asymptoten A^ reell sind. 

Die Curve P^" geht ferner insbesondere auch durch die Mitten 
der 28 Doppeltangenleti der Basis C*. 

Was nun weiter die Doppelsehnen, jS^^, betrifft, so ist zwar die Curve P'^ 
der Orl ihrer Milien, P, aber die Sehnen selbst umhöllen eine andere Curve, 
nSmlich : 



Basis C^ geht. Da nun durch dieselben i28 Puncte, welche die Curve Q^* mit C^ ge- 
mein hat, unendlich viele andere Curven 32'*^" Grads gehen, und da, wenn eine niedri- 
SereCurveOS x<32, durch 4jr der genannten 128Puncte geht, dann eben so durch 
ie noch übrigen 128— 4r == 4(32— x) Pnncte unzählige Curven (32— x/*^° Grads, 
(^^~^', gehen können, so folgt also: y^Oofs durch die üß Berährungspuncte der 
28 Doppeliangenien der Basis C* unzählige Curven /4''" Grads, Q^^, gehen 
künneti.'^ Denn denkt man sich die Kerncurve Ql dreiFach (oder nach Rechnungsart: 
ihre Gleichung in Cubus erhoben), so ist sie als eine Cyrve 18^^" Grads, Ql^^ anzusehen, 
und als solche gebt sie durch die 24*3 oder 4*18 Puncto, welche Q** und C^ in den 
24 Wendepuncten gemein haben, und folglich können durch die 56 Berührungspnncte 
der 28 Doppeltangenten unzihlige Curven Q^^ gehen. — Auf wie mannichfallige Weise 
solche Curve Q^^ selbst wieder in Theile zerfallen kann, werde ich an einem geeigne* 
tera Orte nachweisen. 
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Der Ort aller Doppelsehnen S^^ welche Beefandlheile der zer^ 
fallenden innern Polaren J^, oder welche in der gegebenen Basis über-- 
haupt möglich sind, ist eine Curve ^"^ Classe, St^ und 34'^^" Grads, 
welche die Basis in ihren im Unendlichen liegenden 4 Punclen a^ vier-^ 
punclig berührt, somit deren 4A^ ebenfalls zu Asymptoten hat, aber jede 
derselben noch in einem bestimmten andern Puncfe berührt, also dieselben 
zu Doppeltangenten hat; ferner berührt die Curve auch noch die 28 
Doppellangenten der Basis und hat die Gerade G^ zur sechsfachen Tan-- 
gente, und zwar berührt sie diese in den nämlichen, vorhin näher be» 
stimmten 6 Punclen x und Xi^ y und y^^ z und z^y Nämlich denkt man 
sich den Pol P in einem dieser 6 Poncte, etwa in x, so fällt die ihm zoge- 
hörige Doppelsehne S,, anf die Gerade G^ und berührt die Curve im con- 
jugirten Puncte x^^ und auch umgekehrt; und eben so verhält es sich mit den 
beiden andern Punctenpaaren. Diese Berährungen sind mit den respectiven 
Puncten gleichzeitig reell oder imaginär. 

Da die Basis C^, im Allgemeinen, von der 12*''° Classe ist, so hat sie 
mit der Curve 82 im Ganzen 12*9 = 108 Tangenten gemein, und diese be- 
stehen: 1) in den obigen 32 Tangenten «S's; 2) in den 28 Doppeltangenten 
der Basis, jede doppelt gezählt; und 3) in den AA^, jede fanffach gezählt; 
was zusammen richtig 32 -f 28*2 -{-4*5 == 108 ausmpcht« 

Von den gemeinschaftlichen Puncten der Curve Sl und der Geraden G^ 
kennen wir bereits 16, nämlich die 6 BerQhrungspuncte x, x^^ y, y^^ z und Zi^ 
jeder doppelt gezählt, und die 4 Puncte a«. Da die Curve vom 34***"" Grad 
ist, so fehlen also noch 18 Puncte, welche durch folgende Betrachtung näher 
bestimmt werden, aus der zugleich noch einige andere Eigenschaften her- 
vorgehen. 

Durch jeden gegebenen Punct gehen, im Allgemeinen, 9 Doppel- 
sehnen 82. Liegt der Punct in der Basis C^ selbst, er beifse a, so ist er 
ein Endpunct von jeder der 9S2 und alsdann liegen die ihm zugehörigen 
andern 9 Endpuncfe a^ in einer Curoe 3^^" Grads, o^, welche die Basis 
im Puncte a dreipunctig berührt; und ebenw liegen die Mitten P der 9 82 
in einer andern Curve 3*^'* Grads, P^, welche die Basis im Puncte a 
zweipunclig berührt. Ist insbesondere der Punct a ein Wendepunct der 
Basis, so ist er dasselbe auch von Jeder der beiden Curven a] und P^. 
Und ist a einer der obigen 32 Scbniltpuncte P^ der Curven P^^ und C*, so 
wird die Basis in ihm von der Curve al vierpunclig und von der Curve P^ 
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dreipuncfiff berührt, so dafs diese beiden Curveti einander daselbst auch 
dreipunctiff berühren. 

Wiewohl durch jeden Puncl 9 Doppelsehnen gehen, so sind dieselben 
doch nur zu 3 und 3 parallel, so dafs es nach jeder gegebenen Richtung nur 
je SS2 giebt, oder mit andern Worien: durch jeden Punct Q in der Ge- 
raden 6r« gehen nur 3 (nicht selbst im Unendlichen liegende) Doppelsehnen 82^ 
indem die 6 fibrigen auf die Gerade 67» selbst Tallen. Die Mitten, P, je dreier 
paralleler Doppelsehnen liegen nothwendigerweise in einem Durchmesser, D, 
der Basis C* (§. 15. L), oder, was dasselbe ist, in der dritten äufsern Po- 
lare, D^ des Punctes Q in Bezug auf die Basis, und die drei Sehnen iSj haben 
die dem Durchmesser D conjugirte Richtung. Man denke sich ferner von 
demselben Puncte Q die erste Sufsere Polare A^ in Bezug auf die Basis, so 
geht dieselbe, wie schon bemerkt, durch jene 9 Pole P3, welche dreifache 
Puncto der Curve P^^ sind, und daher kann sie die letztern aufserdem nur 
noch in irgend drei Puncten P schneiden, welche (vermöge der Lage der 9Ps) 
nothwendig zugleich in irgend einer Geraden liegen müssen. Diese Gerade 
ist aber gerade der genannte Durchmesser D und die drei Schnittpuncte P 
sind gerade die Mitten jener nach Q gerichteten ^82. Also: 

„Denkt man sich von irgend einem Puncte Q in der Geraden G^ 
die erste und dritte äufsere Polare in Bezug auf die Basis C*, A? und 
D, so schneiden sich dieselben in denjemgen 3 Polen P, deren zugeho- 
rige S Doppelsehnen S2 nach dem nämlichen Puncte Q gerichtet sind, 
öder welche die dem Durchmesser D conjugirte Bichtung habenJ"' Und: 
Bewegt sich der Punct Q längs der Geraden £r^, so ist der Ort der 
3 Schnitte P seiner ersten und dritten äufsern Polare die nämliche Curve 
iO*''* Grads P^^\ welche alle Pole enthält, deren innere Polaren J^ «ät- 
fallen.^'' Alle bei dieser Bewegung vorkommende Polaren A^ bilden einen 
Curvenbflschel« B{A^)^ mit den 9 Grundpunclen P3. 

Nun kann sich ereignen, dafs von den genannten Polaren A^ irgend 
eine die Curve P^^ berObrl, wobei von den 3 Schnittpuncten P zwei sich sa 
einem Berflhrungspuncte, etwa ^0, von P^, A^ und D vereinigen, und wobei 
also auch die zugehörigen beiden Doppelsehuen S2 in eine, etwa ®y, zusam- 
menfallen; alsdann berflhrt diese Sehne ®2 die Curve 81 im entsprechenden 
Puncte Q, oder fOr diesen Fall (^09 und ist somit eine Asymptote derselben, 
so wie Qm einer ihrer, oben verlangten, gemeinschafUichen Puncto mit der 
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Geraden 6» ist. Da nun eine Carve P^ von den Curven eines Büschels 
B^Q'f) in p{p'\'^q — 3) Puncten beröhrt werden kann (s. obigen Monats- 
bericht): so mOfste danach die Curve P^^^ von dem Büschel Polaren B{Ä^) 
in 10(10-{~2-3 — 3) = 130 Puncten % berührt werden. Allein von diesen 
130 Puncten werden 108 durch jene gemeinschaftlichen Puncto P^ absor- 
birt, so dafs nur noch 22 frei bleiben, unter welchen sich jedoch noch jene 
bereits bekannten 4 Puncto a^ befinden, so dafs es also nur 18 znitfsige Be- 
rfthrungspuncte ^o giebt: und diesen 18 Puncten ^o entsprechen somit auf 
der Geraden G^ die verlangten 18 Puncto Qu? so wie die zugehörigen 
18 Asymptoten @2 der Curve 8^^ Das .heifst: Die oben noch fehlenden 
18 gemeinschaftlichen Puncte Q^ der Curve 8^ und der Geraden 6« haben 
die Eigenschaft, oder sind dadurch bestimmt, dafs die erste und dritte 
Polare eines jeden derselben in Bezug auf die Basis sich in irgend einem 
Puncte ^0 berühren, und dafs die jenern Puncte zugehörige Asymptote @!f 
zugleich durch den letztem Punct geht. Dieselbe Eigenschaft besitzen übrigens 
auch jene 4 Puncte n«, jedoch mit dem Unterschiede, dafs jeder Q^ und ^^ 
zugleich ist, d. h. dafs die erste und dritte Polare eines jeden sich mit der 
Curve P^^^ in ihm selbst berühren, und zwar ist seine dritte Polare die zuge- 
hörige Asymptote Ä^ der Basis, so dafs also die 4 Asymptoten der Basis 
zugleich specielle Durchmesser derselben sind. Die 18 Asymptoten &i haben 
als Doppelsehnen die besondere Eigenschaft : dafs die in ihren Endpuncten 
a und ^1, b und b^ an die Basis C* gelegten Tangenfen^-Paare A und ^i, 
B und Bi sich auf dem zugehörigen Durchmesser D schneiden, so dafs 
dieser Durchmesser eine Diagonale des vollständigen Vier sei ts AA^BBi 
ist, dessen beide andern Diagonalen mit @2 parallel sind. 

Jeder Durchmesser D schneidet die Curve P^^^ aufser jenen 3 Puncten P, 
die zugleich in der entsprechenden Polare A^ liegen, in noch 7 andern 
Puncten P; aber jene unterscheiden sich von diesen wesentlich dadurch, dafs 
die ihnen zugehörigen Doppelsehnen 82 die dem Durchmesser conjugirte 
Richtung haben, wogegen die zu den 7 andern gehörigen Doppelsehnen zu 
je einem andern Durchmesser conjugirt sind. Also: Von den je 10 Polen P, 
welche in irgend einem Durchmesser D liegen, gehören ihm 3 in der 
Art eigenthümlich an, dafs die ihnen zugehörigen Doppelsehnen die dem 
Durchmesser conjugirte Richtung haben, oder nach seinetn in G^ liegenden 
Pol Q gerichtet sind. 

Über die Durchmesser insgesammt hat man folgenden Satz: 

7* 
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„Alle Durchmesser, D, der gegebenen Basis C* umhüllen eine be- 
summte Curve 3'''' Classe, D^, und 4^^" Grads, welche drei Rückkehr^ 
puncle, r, und eine Doppellangente, D^ ) hati und namentlich berührt diese 
Curve jede der 4 Asymptoten A^ der Baste Oils specielle Durchmesser} 
in demjenigen Puncle, welcher der Schwerpunct von ihren 3 Schnitt- 
puncten mit den 3 andern Asymptoten istJ*^ Die Curve D^ hei f st auch 
die dritte Polare der Geraden &« in Bezug auf die Basis C* (Monats- 
bericht). 

Danach gehen also durch jeden beliebigen Punct R in der Ebene, im 
Allgemeinen, je drei Darchmesser der C^; somit auch durch jeden Punct Q, 
in 6009 drei parallele Durchmesser, etwa D^, und zwar haben diese die con- 
jugirte Richtung desjenigen Durchmessers D, welcher dem Puncto Q entspricht 
(dessen 3^^ Polare ist) ; aber die den drei Durchmessern D^ conjugirten Rich- 
tungen sind unter sich, so wie auch, im Allgemeinen, von der Richtung des 
Durchmessers D verschieden. Nämlich: 

„Die Basis C* hat im Ganzen nur drei Paar conjugirte Durch- 
messer, d. h. solche Durchmesser, wovon jeder die conjugirte Richtung 
des andern hat, und zwar sind dieselben beziehlich nach den obigen 
Puncten- Paaren x und x^^ y und /i, z und Zi in der Geraden G^ 
gerichtet, und sonät den dort construir/en Strahlen-- Paaren X und Xi, 
Y und Yi, Z und Z^ parallel. Denkt man sich den Punct Q in etnem 
der 6 Puncto, etwa in x, so geht der ihm entsprechende Durchmesser D 
durch den conjugirten Punct or^, und auch umgekehrt; und zwar ist dabei x^ 
zugleich einer der drei Puncto P, die dem Durchmesser D eigenlhAmlich zu- 
gehören, oder in denen er von der entsprechenden Polare A^ geschnitten wird. 

Die 4 Asymptoten A^ sind diejenigen besondem Durchmesser, 
welchen ihre eigene Richtung conjugirt ist. 

Die Doppellangente D2 der Curve D^ ist gewissermafsen ein dop^ 
pelter Durchmesser, d. h. ein solcher, welchem zwei verschiedene Rich- 
tungen conjugirt sind, so dafs ihm auch zwei verschiedene Pole auf der 
Geraden G^ entsprechen, etwa Q^ und Q\^ welche nach den beiden Rieh- 
tungen hin liegen; ebenso müssen ihm zweimal 3 Pole P eigenlhümlich 
angehören und die zu denselben gehörigen Doppelselinen S2 müssen zu 
3 und 3 die conjugirten Richtungen haben ^ also parallel oder nach den 
Puncten Q^ und Ql gerichtet sein. 

Die conjugirten Richtungen der drei Durchmesser, welche durch 
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irgend einen gegebenen Punct R gehen, sind allemal durch die Asymp-- 
toten der beiden ersten Polaren A^ und J^ des nämlichen Punctes be- 
stimmt, und auch umgekehrt. 

Jeder (in P^^ liegende) Pol P gehört, im Allgemeinen, nur einem 
der dorch ihn gehenden drei Durchmessern eigenthfimlich an, nämlich dem- 
jenigen, welchem die zugehörige Doppelsehne S^ conjugirt ist. Nur von jenen 
besondern 9 Polen P^ gehört jeder allen drei Durchmessern zugleich an, in- 
dem ihm auch drei Doppelsehnen zugehören, welche den Durchmessern be- 
ziehlich conjugirt sind. 

„Die durch jeden der 9 Pole P^ gehenden drei Durchmesser 60- 
rühren die durch denselben gehenden drei Zweige der Curve P^^ daselbst.'*'* 

Ist der Pol JP^ (=•'') insbesondere einer der 40 gemeinschaftlichen 
Puncto der Curven P^^ und D^, so fallen von den durch ihn gehenden drei 
Durchmessern zwei zusammen, nämlich auf die Tangente der Curve D^ im 
Pol Px> welche Df heifsen soll; der andere Durchmesser berflhrt die D^ in 
irgend einem andern Puncto, etwa Ro^ und heifse D^. Nun sind hierbei zwei 
Fälle möglich, nämlich entweder gehört der Pol P^ 

1) dem Durchmesser Df, oder 

2) dem Durchmesser D^ eigenihfimlich an; 

und davon hängen sodann weiter folgende interessante Umstände ab: 

I. „Gehört der Pol P^ zum Durchmesser Df, so besteht seine 
innere Polare J^ aus J^ -f jSI^ und zwar ist die Doppelsehne S2 zugleich 
eine Asymptote des Kegelschnitts J^f*^ und 

IL „Gehört der Pol JP^ zum Durchmesser D^, so besteht seine 
innere Polare aus S2 -f tf -f Ji , wobei die Geraden J und Jy parallel 
sind und gleichweil vom Pol abstehen.'*'* 

Hierbei entsteht die Frage: 

Wieviele von den 40 Polen P^ gehören zu Durchmessern Di, 
und wieviele gehören zu Durchmessern D^ ? oder wieviele in J^ -f jS^z zer-- 
fallende innere Polaren giebt es, bei welchen S2 Asymptote von J"^ ist, 
und wieviele giebt es, welche in drei Gerade S2'\'J'\'Ji zerfallen? 

Diese Frage weifs ich vor der Hand noch nicht sicher zu beantworten, 
und überlasse sie daher dem geneigten Leser, 

Über die Curve D^ will ich noch Folgendes bemerken. 

„Die Curve D^ ist der Ort desjenigen Pols /{„, dessen dufsere 
Polare A^ die Gerade 6» berührt; und die dritte Polare des Berührungen 
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punctes, Q, ist gerade derjenige Durchmesser D, welcher die Chirve D^ 
in Jenem Pole jRo berührt'' Da nun die innere Polare J^ desselben Pols Hu 
mit der Geraden G„ allemal die nämlichen drei Pnncte gemein hat, wie die 
Sufsere A^ (§. 13. II.) ^ so mufs auch sie die Gerade 6« in Q berfihren; allein 
nach dem Früheren ($. 11.) ist diese Berührung nur dadurch möglich, dafs Q 
ein Doppelpunct der Curve J^ ist. Daher kann man auch sagen: 

y,Der Ort desjenigen Pols Au, dessen innere Polare J^ nur einen 
einzigen Doppelpunct Q (oder insbesondere auch drei Doppelpuncle) hat,*} 
ist die Curve D^, und der Ort des Doppelpunctes ist die Gerade &»/' 
Bei denjenigen Polen Px(j=JRd')^ deren innere Polaren aus 'S^2-i~*''f ^i ^®"' 
stehen, und somit drei Doppelpnncte haben, liegt nur einer der letztem (der 
Schnitt von J und tfi) auf der Geraden G^ ; und bei denjenigen P^, deren 
innere Polaren aus J^4~^2 bestehen, fallen die zwei Doppelpuncte in einen 
zusammen,, der als ein Rückkehrpunct anzusehen ist und in Cr» liegt. 

„Liegt der Pol Hu insbesondere in einem der drei Rückkehrpunct e t 
der Curve D^, so ist der ihm entsprechende Punct Q zugleich ein Wende- 
punct seiner Polare A? und ein Rückkehrpunct seiner Polare J^, und 
zwar ist die Gerade 6r« bezie/Uich die zugehörige Wende- und Rück- 
kehrlangenley 

Liegt ein Pol R in dem Doppeldurchmesser ( Doppeltangente der J9^) 
^2 9 so gehen seine beiden Polaren A? und J^ durch die dem D2 entsprechen- 
den beiden Puncto Q^ und Q{ auf &«; nnd bewegt sich R längs ü^, so blei- 
ben also zwei Paar Asymptoten der Polaren A^ und J^ sich selbst parallel, 
nämlich stets nach jenen Puncten Q2 und Q\ gerichtet. 

8. 18. 
Hat die Basis C^ specielle Form, hat sie z. B. Doppel- oder ROck- 
kehrpuncte, oder besieht sie aus Theilen, nämlich aus 

1) CHC'^ 2) C^C?; 3) CH2C*; 4) 4C": 



*) Soll die Polare J' zwei (und auch drei) Doppelpuncte haben, so mufs sie aus 
J'-f 'S« bestehen, somit der Ort ihres Pols die Curve P^^ sein, und dann sind die Dop- 
pelpuncte die gegenseitigen Schnitte von J* und 5,, etwa D und D.. Dabei kann man 
fragen: In welcher Curve, D% liegen alle diese Doppelpuncte? Ist der Grad" Ex* 
ponent, n, etwa gleich der Zahl derjenigen Pole Px, welche zu Durchmessern Dt 
gehören? und sind die diesen Polen zugehörigen Doppelsehnen S^ zugleich Asymp" 
toten der Curve D".' Diese unbekannte Curve D" hat übrigens die 9 Pole P, gleich- 
falls zu dreifachen Puncten, wie die Curve P^^ Der Ort der Doppelpuncte aller innern 
Polaren J' insgesammt besteht also aus D''-|*G«>. 
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SO werden die vorigen Sätze und Eigenschaften ($. 17.) auf entsprechende 
Weise verändert, so wie auch neue Sfitze berbeigefahrt. Eine umstfindlicbe 
Erörterung aller dieser Fftlle würde hier zu weit fahren; daher begnfige ich 
mich nur Einiges kurz anzudeuten. 

I. Besteht die Basis aus C^ -f Ci\ d. h. aus irgend zwei gegebenen 
Curven zweiten Grads, so hat sie 4 Doppelpuncte, namh'ch die gegenseitigen 
Schnittpuncte q, r, s, t von C^ und Cl^ und es tritt zunSchst die Haupt- 
Änderung ein: 

„Dafs dabei die Curve P*" in zwei Theile P^+JP" und eben so 
die Curve S! in zwei Theile S,^-\-Si zerfällt/' 

Es kann nämlich dabei die Doppelsehne S2 von zweierlei Art sein. 
Sind a, b ihre Schnittpuncte mit C% und a^ bi ihre Schnitte mit Ci% so 
können entweder 

A. Die Sehnen ab und aibi dieselbe Mitte P haben, wobei dann die 
Wechselsehnen paarweise gleich sind, aai = bbi^ abi=^bai; oder 

B. Die Sehnen ab und aibi sind gleich, und ein Paar Wechselsehnen, 
aai und bbi oder ab ^ und 6ai, hat dieselbe Mitte P und das andere 
Paar ist gleich. 

Gemäfs dieser zwei Arten Doppelsehnen zerfallen die Beiden Orts- 
curven in die genannten Theile, welche, wie folgt, gewissermafsen selbständig 
auftreten. 

1 . „Im Falle (^.) ist der Ort des Pols P ein bestimmter Kegel^ 
schnitt P^, und der Ort der Döppelsehne S2 ist eine bestimmte Curve 
3*"' Classe Si und 4'^" Grads, welche die Gerade G^ zur DoppeUangefUe 
(und drei Rückkehrpuncte x) hat.'* Oder anders ausgesprochen: „Der Ort 
der Transversale 82 , welche in den zwei gegebenen Kegelschnitten C^, Cl 
solche Sehnen ab, a^bi bildet, welche die nämliche Mitte P Jiaben, ist 
eine Curve 3"' Classe 81 und 4'^" Grads, und der Ort der Mitte P ist 
eine Curve zweiten Grads PV Zieht man in den gegebenen Kegelschnitten 
C^ und Cl irgend zwei parallele Durchmesser, etwa a und Oi, und ferner 
die ihnen conjugirten Durchmesser ß und ßii so treffen sich die letztern 
allemat in irgend einem der Pole P, und die durch diesen mit den Durch-- 
messem a und a^ parallel gezogene Gerade ist die ihm zugehörige Doppel- 
sehfie 82. Tritt der besondere Fall ein, dafs die Durchmesser ß und ßi auch 
parallel werden: so sind alsdann a, a^ der einen und ß, ßi der andern 
Asymptote der Curve P^ parallel. Zieht man durch einen beliebigen Punct 
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drei Paar Gerade A und B, Ai und B^^ ^und X^ beziehlich den Asymptoten 
der drei Kegelschnitte C^ C]^ JP^ parallel, so sind 

AXBX, und A,XB,X, 
zugleich harmonisch; und wenn a und ß, a^ und ßi^ x und x^ die im Un- 
endlichen liegenden Pnncte derselben Kegelschnitte sind, so sind axßxi so- 
wohl als aixßiXi harmonisch. — Die Curve JP^ schneidet jede der beiden 
gegebenen, etwa C% in denjenigen 4 Puncten P^\ bei welchen die zuge^ 
hörige Tangente 8^ (an C^J von der andern gegebenen Curve Cl in 
gleichen Abständen vom Puncte JP" begrenzt wird, so dafs ö|JP" = ftiP^ 
ist. Femer geht die Curve P^ durch die Mittelpuncte der gegebenen 
Curven C^ und Cl, so wie durch die Mitten der 6 Seiten des vollständigen 
Vierecks qrst, und durch die drei Schnütpuncte, etwa a, b und c, der 
drei Paar Gegenseiten desselben; demzufolge hat die Curve P^ die drei 
Geraden, welche die Mitten der Gegenseiten verbinden, zu Durchmessern, 
und deren gemeinsamen Schnittpunct zum Mittelpunct, so dafs also ihr 
Mittelpunct im Schwerpunct der 4 Puncte q, r, s, t liegt. — Die Curve 82 
berOhrt die Gerade G^ in den nSrolichen beiden Puncten x und x^^ in wel- 
chen letztere von der Curve JP^ geschnitten wird; ferner berflhrt sie insbe- 
sondere die zwei Paar Asymptoten der gegebenen Curven C^ und Cl^ und 
auch jene zweimal 4 Tangenten 82 derselben, so wie ferner die 6 Seiten des 
vollständigen Vierecks qrst und die durch die Ecken des Dreiecks abc den 
Gegenseiten desselben parallel gezogenen drei Geraden. 

Die angegebenen Eigenschaften haben noch eine weitere Ausdehnung. 
Denkt man sich den durch C^ und Cl bestimmten Kegelschnitt-BOschel, B{C^\ 
mit den 4 Grundpuncten q, r, s und t, d. h. alle Kegelschnitte, welche mit 
den beiden gegebenen die nämlichen vier (reellen oder imaginären) Puncte 
q^ ^9 ^> l gemein haben; so kann man sagen: „Die Curve P^ sei zugleich 
der Ort der Mittelpuncte aller dieser Kegelschnitte B{C^)^ so dafs jeder 
Pol P allemal zugleich der Mittelpunct irgend eines derselben ist, und 
auch umgekehrt" Und: „Die Curve Si sei zugleich der Ort der Asymp-" 
toten aller dieser Kegelschnitte 0(C^), so dafs jede Doppelsehne 82 zu^ 
gleich eine Asymptote irgend eines derselben ist , und auch umgekehrt^*' 
Und zwar ist dabei der jedesmalige Pol P nicht allein die Mitte der Sehnen 
ab, Uibi der beiden gegebenen Kegelschnitte C^ und Ci^ sondern er ist die 
gemeinsame Mitte aller Sehnen, welche die zugehörige 82 mit sämmtlichen 
Kegelschnitten B^C^) bildet , und welche in stetiger Folge alle Gröfsen, 
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ton bis oo, enthalten. NSmlich unter den Kegelscbnillen giebt es jedes- 
mal einen, etwa €2^ welcher die S2 in P berQhrt, dessen Sehne 112^2 somit 
= ist; ferner einen andern, etwa Cl, welcher S2 zur Asymptote hat, dessen 
Sehne somit = oc wird ; und dazwischen liegen alle andern (reellen) Sehnen. 
Der Mittelpunct des letzlern Kegelschnitts Cl ist derjenige Pol P„ (= P), 
in welchem S2 die Curve P^ zum zweiten Mal schneidet. Werden in allen 
Kegelschnitte», fi(C^), nach irgend einer Richtung parallele Durchmesser 
a, cr^, «2, •••• gezogen, so treffen sich die ihnen conjugirlen Durchmesser 
ßf ßi^ A? •••• sämmtlich in irgend einem Pol P, und auch umgekehrt. Bei 
demjenigen Kegelschnitte, etwa C^, welcher den jedesmaligen Pol P zum 
Mittelpunct hat, fällt der Durchmesser a^ auf S2 und dessen conjugirter ß^ 
auf die Tangente der Gurve P^ im Pol P. Also: Diejenigen Durchmesser a^ 
in alten Kegelschnitten B^C^)^ deren conjugirte ß„ die Curve P^ berühren, 
sind zugleich die gesummten Asymptoten derselben Kegelschnitte und um^ 
hüllen die Curve Sl\ und. eben so: Die Tangenten {S2) aller Kegel- 
schnitte B^C^)^ in denjenigen Puncten, in welchen sie von ihrer Mittel- 
puncts-Curve P^ geschnitten werden, sind die nämlichen Asymptoten und 
umhüllen dieselbe Curve. — Unter B{C^) befinden sich, im Allgemeinen, 
zwei Parabeln; dieselben berühren die Curve S2 in den vorgenannten 
Puncten x und oti, und ihre Axen sind den Asymptoten der Curve P^ 
parallel. — Die Asymptoten jedes Kegelschnitts des ß(C*) sind irgend 
einem Paar conjugirten Durchfnessern der Curve P^ parallel, und auch 
umgekehrt. \J. s. w. 

Da die drei Paar Gegenseiten des Vierecks qrst, als specielle Kegel- 
schnitte, mit zum B{C^) gehören, so findeti die angegebenen Eigenschaften, 
mit einiger Modification, auch fOr dieselben allein Anwendung, wodurch man 
mehrere, theils bekannte SStze über das vollständige Viereck erhdit. 

2. ,Jm Falle (ß.) ist der Ort des Pols P eine Curve «"" Grads, 
P®, und 22^*^'' Classe y und der Ort der Doppelsehne S2 ist eifie Curve 
&^' Classe, S2, und 18''" Grads.'' Oder bestimmter gesprochen: „Der Ort 
derjenigen Transversale 82^ welche in zwei gegebenen Kegelschnitten C^ 
und Cl gleiche Sehnen, ab =zaibi^ bildet, ist eine Curve 6^^'' Classe und 
i&'^ Grads, und der Ort des gemeinschaftlichen Schwerpuncts P beider 
Sehnen ist eine Curve 8^'" Grads und 22"^^ Classe/' Von beiden Curven 
sind unter andern folgende nähere Eigenschaften anzugeben. 

CreUe*! Joarnai f. d. M. Bd. XLVII. Heft 1. 8 
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Die Corve JP® hat die 4 Schnitte q, r, s, t von C^ und Cl zu drei- 
fachen Punclen; zudem hat sie noch 5 bestimmte Puncto p zu Doppelpuncten, 
welche zugleich in der vorigen Curve P^ (!•) Hegen, so dafs also dies^ 

5 Puncto und jene 4 Schnitte zusammen die obigen 9 Pole JP3 ($. 17.) ver- 
treten. Die Curve P^ geht auch durch die Mitten der 6 Seiten des voll- 
ständigen Vierecks qrst, schneidet sich also daselbst mit der Curve P^, was 
mit jenen 5/i zusammen die volle Zahl gemeinschaftlichen Puncte beider Curven 
ausmacht. Ferner geht die Curve P^ durch die Mitten der 4 gemeinschaft- 
lichen Tangenten der gegebenen Curven C^ und Ci% und berührt diese in 
ihren im Unendlichen liegenden Puncten a und ß, a^ und ßi , so dafs sie mit 
denselben die zwei Paar Asymptoten gemein hat. Ihre fibrigen 4 gemein- 
schaftlichen Puncte mit der Geraden G^ bestehen aus zwei Paaren, y und /i, 
z und Zi^ welche durch jene zwei Paare a und ß, a^ und ß^^ eben so be- 
stimmt werden, wie oben, nSmIich dafs 

«r«iyj wnd ßyßiXi; azß^z^ Und a^zßz^ 

harmonisch sind. Und gleicherweise werden die Richtungen der zugehörigen 
Asymptoten durch die obige Construclion (§. 17.) gefunden. 

Die Curve Sj hat die Gerade G^ zur vierfachen Tangente und berührt 
sie in den nämlichen 4 Puncten y, yi^ z und Zi^ in welchen dieselbe von 
der Curve P^ geschnitten wird. Die Curve S2 berührt insbesondere auch 
die 6 Seiten des vollständigen Vierecks grsl, so wie die vier gemeinschaft- 
lichen Tangenten der gegebenen Curven CP und C/; und diese Curven selbst 
berührt sie in deren unendlich entfernten Puncten a und ß, ai und ßi vier- 
punctig, hat somit deren Asymptoten mit ihnen gemein, und zwar ist jede 
dieser Asymptoten für 4 gemeinschaflliche Tangenten der betreffenden Curven 
zu zählen, so dafs also alle 12 Tangenten angegeben sind, welche S2 mit C^ 
oder Ci gemein hat. Von den 18 Puncten, welche die Curve S2 mit der 
Geraden G^ gemein hat, sind bereits 12 angegeben, nämlich die 4 Berührungs- 
puncte y, yi^ z und z^^ doppelt gezählt, und die 4 Puncte a, ß, a^ und ßi; 
die noch fehlenden 6 Puncte werden ähnlicherweise bestimmt^ wie oben die 
18 Puncte Qo (§. 17.). 

II. Besteht die Basis aus 4C^^ d. h. aus vier beliebigen Geraden, etwa 
A, B, C und Dy so bilden dieselben ein vollständiges Vierseit ABCD, dessen 

6 Ecken als Doppelpuncte der Basis anzusehen sind. Dabei treten noch grOfsere 
Änderungen ein, als vorhin, und zwar der Art: 
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,,Dafs dabei die Curve P^^^ aus drei Kegelschnitten P^ und aus 
den gegebenen 4 Geraden selbst, und die Curve S2 aus drei verschiedenen 
Curven Si besteht.** 

Nfimlich es sind hier dreierlei Doppelsehoen zn unterscheiden. Werden 
die Schnittpuncle der Transversale S2 mit den Geraden A, B, C, D besieh- 
lich durch a, b, c, d bezeichnet, so sind folgende drei Fälle möglich; ent- 
weder haben: 

a) Die Sehnen ab und cd, oder 

ß) Die Sehnen ac und bd, oder 

y) Die Sehnen ad und bc 
die nämliche Mitte P. Werden ferner die drei Paar Gegenecken des Vier- 
seits ABCD, nämlich AB und CD, AC und BD, AD und BC beziehlich 
durch e und ^1, f und /i, g und gi^ so wie dessen Diagonalen eCy^ ff^^ gg^ 
durch E, F, G und deren Mitten darch ^u? /Im ^u und deren gegenseitigen 
Schnittpuncte EF, EG, FG durch g, f, e bezeichnet: so lassen sich die drei 
Fälle auf die drei einfachen Vierecke beziehen, welche in dem vollständigen 
Vierseil ABCD enthalten sind, und dadurch folgendermafsen bestimmter unter- 
scheiden. 

a. Dem Falle (a.) entspricht das Viereck fgfigi^ welches A und B, 
C und D zu Gegenseiten und F, G zu Diagonalen hat. 

b. Dem Falle (/?.) entspricht das Viereck ege^g^^ welches A und C, 
B und D zu Gegenseiten und E, G zu Diagonalen hat. 

c. Dem Falle (;^.) entspricht das Viereck efe^f^^ welches A und D, 
B und C zu Gegenseiten und E, F zu Diagonalen hat. 

Nach dieser Beziehung wird, wie man sieht, die Doppelsehne S^ durch die 
zwei einfachen Sehnen zwischen den beiden Paar Gegenseiten des betreffenden 
Vierecks bestimmt, und derogemäfs zerfallen die beiden Ortscurven in die ge- 
nannten Theile, und zwar wie folgt. 

In Rücksicht jedes der drei einfachen Vierecke fgfigi , ege^gx und 
efcifi ^ (Ar sich betrachtet, ist der Ort des Pols P die nämliche Curve P% 
in welcher die Mittelpuncte des dem Viereck umgeschriebenen Kegel- 
schnitt -- Buscheis B^C^) liegen, und der Ort der zugehörigen Doppel- 
sehne S^ ist die nämliche Curve Sl^ welc/ie von den gesummten Asymp- 
toten derselben Kegelschnitte umhüllt wird. Jede der drei Curven Si 
hat die Gerade 6r„ zur Doppeltangente und berührt sie in den nämlichen 
Puncten, in welchen dieselbe von der zugehörigen Curve P^ geschnitten 

8» 
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wird. Oberhaupt verhalten sich die jedesmaligen leiden Curven P^ und Si 
zu dem zagehörigen Viereck gerade eben so, wie vorhin (I. 1.) die gleich- 
benannten Curven zu dem Viereck qrifL Nur ein Umstand, betreffend das 
Verhalten der drei Curven P^ gegen einander, mag hier noch besonders her- 
vorgehoben werden. Zu diesem Zwecke unterscheide man die dP^ nach den 
Schniltpuncten der Diagonalen der respectiven Vierecke durch P,^ Pf und P^. 
Alsdann findet (aufserdem, dafs jede dieser Curven durch die Mitten der 4 Seilen 
und durch den Schnitt der Diagonalen des zugehörigen Vierecks geht) Fol- 
gendes slall: 

a". Die Curve P^ geht durch die Mitten /ii, ^o der Diagonalen des 
Vierecks fß/\s^i^ so wie durch die Schnitte e, e^ seiner zwei Paar Gegen- 
seiten, welche zugleich ein Paar Gegenecken des vollständigen Vierseits ABCD 
sind; ihr Mittelpunct liegt in der Mitte der Geraden faffo und ist der Schwer- 
puncl der vier Ecken f, g, fi^ g^^ 

d". Die Curve Pf geht durch die Mitten ^„, g^^ der Diagonalen des 
Vierecks egeigi und durch die Schnitte f, f^ seiner Gegenseiten; ihr Mittel- 
punct liegt in der Mitte der Geraden e^^g^)^ etc. 

ff. Die Curve PI geht durch die Mitten ^o, /«i der Diagonalen und 
durch die Schnitte g, g^ der Gegenseiten des Vierecks efe^f^\ ihr Mittelpunct 
liegt in der Mitte der Geraden e„/i,. 

Demnach gehen die drei Curven P]^ Pf^ P^ zusammen durch alle 6 Ecken 
des gegebenen vollständigen Vierseits ABCD, jede durch ein Paar Gegen- 
ecken e und «1, f und /l, y und ^^i; zudem schneiden sie einander paarweise 
in den Mitten g^^ /o, ^o der drei Diagonalen desselben und haben die Abstände 
dieser drei Mitten von einander zu Durchmessern (yo^? ^o^im /u^u)) und da 
nun diese drei Mitten bekanntlich in einer Geraden liegen : so liegen also auch die 
Mittelpuncte der drei Curven in derselben Geraden. — Durch die drei Puncto, 
etwa 3p, in welchen sich irgend zwei der drei Curven aofserdem noch schnei- 
den, mufs nothwendig auch die drille Curve gehen, und die Puncte haben 
die besondere Eigenschaft , dafs jedem drei Doppelsehnen S2 zugehören. 
Diese S Puncte p und die 6 Ecken efgcifygi des gegebenen Vierseils 
ABCD vertreten zusammen die obigen 9 Pole P^ (§. 17.). Unter den 
11 Räumen, in welche die Ebene durch die vier Geraden A, B, C, D ge- 
theilt wird, befinden sich, im Allgemeinen, drei ganz begrenzte, nämlich zwei 
Dreiecke und ein Viereck: in jedem dieser drei Räume liegt einer der 
drei Pole p. Dieselben vier Geraden, zu je drei genommen, bilden vier 
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Dreiecke: Die Ecken und der Schwerpunct jedes dieser Dreiecke liegen 
mit den drei Polen p zusammen in irgend einem Kegelschnitte. Jeder 
dieser vier Kegelschnitte ist nebstdem dndurch bestimmt: dafs seine Tan^ 
gefUen in den Ecken des Dreiecks durch die Mitten derjenigen Strecken 
gehen , welche von den die Ecken bildenden Geraden (Seifen) auf der 
jedesmaligen vierten Geraden begrenzt werden; z.B. bei dem durch B, C, D 
gebildeten Dreieck eif^^g^ gehen die Tangenten des zugehörigen Kegelschnitts 
in den Ecken e^^ f\^ g^ beziehlich durch die Mitten der Strecken fg^ eg, ef 
auf der Geraden A. 

Da fQr jeden der oben betrachteten Pole P die innere Polare J^ in 
Bezug auf das jedesmalige einfache Viereck aus J'^-\-S2 besteht, so kann man 
sagen: Soll ein Punct in der Ebene eines gegebenen einfachen Vierecks 
die Eigenschaft haben, dafs die 8 Endpuncte der durch ihn zwischen 
je zwei aufeinander folgende Seifen des Vierecks gezogenen vier Sehnen 8 
in irgend einem Kegelschnitte J^ liegen, so mufs er ein Pol P sein, oder, 
so ist sein Ort die nämliche obige Curve P\ Und werden durch den- 
selben Punct ferner zwischen jeder Seite und jeder der beiden Diago- 
nalen gleicherweise die durch den Punct gehäl fielen Sehnen S gezogen, 
was 8 neue Sehnen giebt, so liegen die 24 Endpuncte aller 12 einfachen 
Sehnen S in irgend einer Curve 4^'" Grads J*, welche P zum Mittel- 
punct hat. 

§. 19. 

In wiefern das Zerfallen der innern Polaren auch bei den Basen ho- 
hem Grads statt findet, welche Umstände dabei obwalten, und welche Eigen- 
schaften und Sätze sich daraus ergeben, habe ich nicht untersucht; nur Ober 
die Basis 5'^" Grads habe ich einen flächtigen Versuch gemacht und nebstdem 
den Ort der Doppelsehnen fQr jede Basis bestimmt, wobei sich unter andern 
folgende Resultate herausstellten. 

Ist die Basis eine allgemeine Curve ö*''" Grads, C^, so kann die innere 
Polare J* irgend eines Pols P möglicherweise entweder 

1) aus J' + iSi, ) 

2) aus J^4-2S2J oder 4) aus J^-\ Jl 

3) aus 45»2; ) 

besteben. Nun zeigt sich zunächst, dafs hierbei der Ort des Pols P nicht 
gleicherweise eine Curve sein kann, wie bei den vorhergehenden Beispielen, 
sondern dafs vielmehr den drei ersten Fällen nur eine bestimmte Anzahl Pole 



62 ^* Siein er, algeb. Curven, welche Miiielp» haben, ti. Eigene, allgem. algeb. Curven» 

entsprechen und dafs namentlich der Fall (3.) nur unter besondern Umsttnden 
vorkommt. , 

Soll z. B. der Fall (^0 eintreten, so mufs nothwendigerweise der Pol P 
in der Basis C^ selbst liegen, und zwar mufs er einerseits nicht nur die Mitte, 
sondern zugleich der fOnfte Schnitt der Doppelsehne S2 mit der Basis, und 
andererseits der iMilteipunct der durch ihn gehenden Carve J^ sein, wobei 
sodann in Rücksicht derjenigen unter den zugehörigen 10 Sehnen S, wolche 
auf die Tangente der Basis fällt und deren Endpuncte im BerQhrungspuncte, 
in P, vereint liegen, der eine dieser Endpuncte als in S2 und der andere 
als in J^ liegend anzusehen ist, so dafs also die Curve «7^ aufserdem noch 
durch die 14 Endpuncte von 7 andern Sehnen iS geht, und die beiden übrigen 
Sehnen in S2 liegen. Da nun offenbar nicht jeder Punct in der Basis diese 
Eigenschaft haben kann, so ist klar, dafs der genannte Fall nur für einzelne 
bestimmte Pole eintreten wird. Die Anzahl dieser Pole wird durch folgenden 
Satz bedingt. 

ffDer Ort aller Doppelsehnen jS^, welche in der gegebenen Basis C^ 
überhaupt möglich sind, ist eins Curve 46'^^'' C lasse, S^^ und der Ort 
ihrer Mitten, P, ist höchstens eine Curve 46'^^" Grads, P**/' 

Demnach können also dem Falle (1.) nur solche Pole genügen, welche 
gemeinschaniiche Puncto der beiden Curven C^ und P^ sind, und somit kann 
es höchstens 5*45 = 235 solche Pole geben. Darin sind nun aber auch die 
beiden Fälle (2.) und (3.) mit inbegriffen, wie leicht zu sehen, und es bleibt 
zu entscheiden, in wiefern dieselben möglich sind, oder nicht; denn der 
Fall (2.) erfordert, dafs der Pol P zugleich ein Doppelpuncl der Curve JP" 
sein mufs, und der Fall (3.) dagegen erlieischt, dafs der Pol ein solcher 
Punct der Basis C^ sein mufs, in welchem dieselbe von der zugehörigen 
Tangente vierpunctig berührt wird, oder dafs er ein Doppelpunct derselben 
sein mufs; so dafs also dieser Fall, im Allgemeinen, gar nicht vorkommt. 

Hieraus ergiebt sich durch Umkehrung und Projeclion der folgende Satz: 

„Zieht man durch einen Wendepunct ^ einer beliebigen gegebenen 
Curve 3'^" Grads 3^ irgend 7 Secanten @, welche dieselbe in 14 neuen 
Puncten schneiden, so geht jede durch diese 14 Puncte gelegte Curve 
&'" Grads (5^ nothwendig auch durch jenen Wendepunct; oder jede S% 
welche durch irgend 14 der genannten 16 Puncte geht, geht allemal auch 
durch den fünfzehnten" Auch giebt es dabei in jeder Curve (^^ eine 
solche durch ^Jü gehende Secante @2 9 von welcher sie in zwei Paar Puncten 
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a iifid tfi) b und b^ geschnitten wird, die beide zu ^ und dem Schnitte, 
etwa £l, der @2 ^it der Harmonischen H (§. 11.) von ^ in Bezug 
auf die Curve ^\ zugeordnet harmonisch sind, d. h. sowohl a^a^^ als 
b^bi^ sind harmonisch. 

Dars weiter auch der Fall (4.) bei einer allgemeinen Basis C^ vor- 
kommen kann, geht umgekehrt daraus hervor: dafs man durch die lOEndpuncte 
von 5 beliebigen Durchmessern eines gegebeneu Kegelschnills «7^ immerhin eine 
solche Curve legen kann, ohne dafs dieselbe etwas von ihrer Allgemeinheit 
einbflfst; aber alsdann mufs deren innere Polare, welche dem Milleipuncte P 
von J^ entspricht, nolhwendig aus diesem Kegelschnitte und aus irgend einem 
andern mit ihm concentrischen Kegelschnitte J7 bestehen. Es wSre daher zu 
untersuchen: „Ob der Fall (4.) auch nur für einzelne bestimmte Pole ein- 
trete, oder ob für ihn der Ort des Pols P irgend eine Curve sei, und 
welche? — Bei diesem Falle kann sich möglicherweise auch das ereignen, 
dafs für irgend einen Pol fünf Doppelsehnen S2 entstehen, deren Endpuncte 
jedoch immerhin in JT^-j- J/ liegen; ein solcher Pol wfirde alsdann ein fflnf- 
facher Punct der Curve P*^ sein. 

Übrigens lärst sich der Ort der Doppelsehnen allgemein fGr jede be- 
liebige Basis angeben, nämlich: 

„Der Ort aller Doppelsehnen 82^ welche in einer gegebenen all" 
gemeinen Curve W^" Grads überhaupt möglich sind, ist eine Curve von 
der fm(rii— 1) (1/1 — 2) (m — 3/"' Classe. 

§. 20. 
Aufser der gleich Anfangs namhaft gemachten Eigenschaft der beiden 
Polaren -4"""* und J*""* jedes Pols P in Bezug auf eine gegebene Basis C"^ 
(§. 13. IL), wären nun noch andere gegenseitige Beziehungen beider Polaren, 
so wie auch das Verhalten der innern Polare J''"'*^ zu andern, mit ihr in 
Verbindung stehenden Curven, zu erforschen. Ich habe darüber ebenfalls nur 
einen schwachen Versuch gemacht, der indessen doch schon einige nicht ganz 
uninteressante Resultate geliefert hat; wie aus dem Folgenden erhellen wird. 
Eine vollständigere Behandlung dieses Gegenstandes Oberlasse ich Andern. 

I. Ist die gegebene Basis eine Curve 3^^" Grads, C^, so gehen durch 
jeden beliebigen Pol P drei Sehnen jS'^ oder aa^^ bb^ und cCi, deren 6 End- 
puncte, die fortan alle durch a bezeichnet werden sollen, also deren 6 Endpuncte a 
in der Polare J^ liegen. Die Basis wird von jeder der drei Sehnen noch in 



64 ^' SleintTj algeb. Cnrven, welche flliUelp. hohen, u. Eigens, öligem. algeb.Curven. 

irgend eioein dritten Pnncte geschnitten, Leziebiicb a, ß und /, oder "wenn 
jeder dieser Schnitte durch a bezeichnet wird, so wird sie von den 3S nodi 
in 3 Puncten a geschnitten. 

„Die 3 PuncU a lU^en allemal in irgend einer Geraden, etwa A/* 
Und: „Diese Gerade R ist jedesmal eine (reelle oder ideelle) ßemeinschafl^ 
liehe Secanie der beiden Polaren A' und J' des zugehörigen Pols P in 
Bezug auf die Basis C^, mo dafs also die Geraden G^ und R immer ein 
Paar sich enigegenslehende gemeinschnflliche Secanlen der beiden Polaren 
sind. Ferner: „Die Gerade R ist sleU der zweiten äufsem Polare A^ 
desselben Pols in Bezug auf die Basis parallel.'^ Liegt der Pol P insbe- 
sondere in der Basis selbst, so fallen R und A^ auf die zugehörige Tangente. 

Soll die Gerade R durch irgend einen in der Basis C^ gegebenen 
Punct a gehen, so ist der Ort des ihr entsprechenden Pols P eine Curve 
^un Qfrads, etwa PI, welche in a einen Doppelpunct und mit der Basis 
deren im Unendlichen liegende drei Puncle o» gemein und folglich mit 
derselben parallele Asgwplolen hat. Und soll die Gerade R durch zwei 
in der Basis gegebene Puncle a und ß gehen, wodurch sie und auch 
ihr dritter Schnitt y mit der Basis bestimmt ist, so entsprechen ihr noch 
6 verschiedene Pole P, in welchen nämlich die den Puncten a, ß und y 
entsprechenden OrtscurvenPl, Pß und Py, aufser in jenen drei Puncten a^, 
einander schneiden, und welche somit in irgend einem Kegelschnitte liegen 
(weil die 3^/« sich in G^^ befinden); und zwar ist dieser Kegelschnitt 
zugleich die erste dufsere Polare, etwa AI, des nach der Richtung der 
Geraden R im Unendlichen liegenden Puncles r« in Bezug auf die Basis. 
Die zweiten Polaren, A^, der 6 Pole P sind alle der Geraden R parallel. 
Wird die Gerade R sich selbst parallel bewegt, so andern sich zwar 
die drei Orlscurven PI, P^ und Py und mit ihnen zugleich auch ihre 
fi Schnitte oder Pole P: aber der Kegelschnitt AI, in welchem die letztem 
liegen, bleibt unceränderlich fest. 

Soll die Polare J^ durch einen in der Basis gegebenen Punct a 
gehen, so ist der Ort des zugehörigen Pols P eben so irgend eine Curve 
3"" Grads, Pj , welche die Basis in P berührt , ihr ähnlich und mit ihr 
ähnlichliegend ist, also mit ihr parallele Asymptoten oder die drei Puncle a^ 
gemein hat. Und soll J' durch zwei in der Basis gegebene Puncle a 
und b gehen, so entsprechen ihr noch 6 cerschiedene Pole P, in welchen 
die Orlscuroen P^ und PI, aufser in den 3 a«, einander schneiden, und 
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welche somit in irgend einem Kegelschnitte liegen; und namentlich ist die 
Mitte der Geraden ah einer dieser 6 Pole. Daraus schliefst man den fol- 
genden speciellen Satz: 

„Über einer gegebenen Grundlinie ab, deren Endpuncte in einer 
gegebenen Curve S^'" Grads C^ liegen, lassen sich dieser Curve, im All-- 
gemeinen, fünf verschiedene Parallelogramme einschreiben; und dabei 
liegen die fünf Puncte, in denen die Diagonalen der einzelnen Parallelo- 
gramme sich kreuzen, mit der Mitte der gemeinsamen Grundlinie zu^^ 
sammen in irgend einem Kegelschnitte^ Oder anders ausgesprochen : „Zu 
jeder Sehne ab in einer gegebenen Carte 3^'" Grads giebt es, im Allge- 
meinen, fünf andere Sehnen die ihr gleich und parallel sind. Die Mitten 
solcher sechs Sehnen liegen allemal in irgend einem Kegelschnitt.^^ Dieser 
Satz umfafst, wofern man die Sehne ab unendlich klein werden oder in eine 
Tangente übergehen läfst, auch den bekannten Satz: „Dafs die Tangenten 
einer Curve C^ zu 6 und 6 parallel sind, und dafs die BerUhrungspuncte 
von je 6 solchen Tangenten in einem Kegelschnitte liegen, nämlich in 
der ersten Polare AI des nach der Richtung der Tangenten im Unend^^ 
liehen liegenden Punctes." — Hierbei bleiben noch viele Fragen zu erledigen, 
wie z. B. folgende. Zu jeder Sehne ab gehören 6 Pole P, und diesen 
entsprechen 6 Gerade R: welche Eigenschaft haben diese 6R? Der durch 
die 6P gehende Kegelschnitt heifse P^, und der durch die Mitte von ab und 
durch die Mitten der mit ihr zusammengehörigen 5 Sehnen gehende Kegel- 
schnitt heifse ^i ; diese zwei Kegelschnitte berühren sich in der Mitte von ab, 
sind ähnlich und ähnlichliegend, und ihre entsprechenden Dimensionen verhalten 
sich, wie 1:2. Wird nun die Sehne ab sich selbst parallel bewegt, so entsteht 
eine Schaar Kegelschnitte P\ S[P^)^ und eben so eine S{Al): welche Eigen- 
schaft haben diese Kegelschnittschaaren? Und wenn man der Sehne ab nach- 
einander alle Richtungen giebt: welche Beziehung haben dann alle S{P'^) oder 
alle S{A]) zueinander? Unter jeder 8{AD befindet sich die vorgenannte 
Polare A^^ und alle AI bilden einen Büschel, B{A}i). U. s. w. 

II. Ist die Basis vom 4**^" Grad, C*, so gehen durch jeden Pol P, 
im Allgemeinen, 6 Sehnen S, deren 12 Endpuncte a in der Polare J^ liegen, 
die durch den Pol geht und ihn zum Mittel- und Wendepunct hat. Jede Sehne jS> 
schneidet die Basis, aufser in den 2a, in noch zwei andern Puncten a, so 
dafs im Ganzen 12 Puncto a vorhanden sind. Auch die Curve J^ wird von 
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jeder Sehne «9 noch in einem dritten Pancte, etwa /ß, geschnitten, aber alle 
6 Puncte p liegen im Po! P. 

,,Die 12 Puncle a liegen allemal in irgend einer Curve S*'" Grads, 
etwa W, welche auch durch den Pol P geht, ihn zum Wendepunct und 
zwar in demselben mit der Polare J^ die Wendelangente, 2B, gemein 
hat, so dafs also beide Curven einander daselbst dreipunclig berühren, 
und dafs folglich ihre übrigen 6 gemeinschaftlichen Puncte, etwa 6q, in 
irgend einem Kegelschnitte Q'^ liegen.'''' — Die beiden Polaren A^ und J^ 
desselben Pols P haben mit der Geraden G^ die nämlichen drei Pumpte, 
etwa 3^00) gemein, und daher liegen ihre übrigen 6 gemeinschaftlichen (^uncte, 
^1, ebenfalls in irgend einem Kegelschnitte Ql (§. 13. II.)- Jene drei Puncte y» 
sind zugleich die BerQhrungspuncte der Curve J^ mit ihren drei Asymptoten, 
und die Gerade G^ ist die Harmonische ihres Wendepuncts P (§. 11.). In 
R&cksicht der Curve R^ bezeichne man die Harmonische ihres Wendepuncts P 
durch H; dieselbe geht eben so durch die drei BerQhrungspuncte, etwa 3/i^ 
der aus P an R^ gelegten drei Tangenten (§. 11.); „und durch diese 
3 Puncte gehl gleicherweise auch die Polare J?, so dafs die übrigen 
6 getneinschaftlichen Puncte, q^^ der beiden Curven R^ und A^ gleichfalls 
in irgend einem Kegelschnitte Qi liegend Hieraus ist ersichtlich: „Dafs 
in projectivischer Hinsicht die beiden Curven J^ und R^ sich gegen die 
Polare A? (so wie auch gegen die Basis C*) völlig gleich verhallen, so 
dafs sie ihre scheinbar verschiedene Rolle durch Projeclion (wobei H ins 
Unendliche kommt) vertauschen, oder gänzlich verlieren und gegen J? 
und C* eine völlig gleiche Stellung einnehmen können.^'' [Hierbei entsteht 
die Frage : Ob nicht die von jedem Pol P abhängigen drei Curven, näm^ 
lieh die beiden Polaren A^, J^ und die Curve R^, alle durch dieselben 
6 Puncte q gehen, welche in einem Kegelschnitte Q'^ liegen? Oder wenn 
dies nicht der Fall ist: Welche Beziehung alsdann Me genannten 3 Kegel-- 
schnitte Q^, Qlund Qi zu einander haben? und welche Beziehung ferner 
die zweite Polare A^ des nämlichen Pols in Bezug auf die Basis (d. i. die 
erste Polare in Bezug auf A?) zu denselben habe?] Es findet weiter Fol- 
gendes statt. „Die Harmonische H des Wendepuncts P der Curve R^ 
ist stets der dritten Polare A'^ desselben Punctes in Bezug auf die Basis 
parallel.'^ Daher geht die dem Puncle h^, der nach der Richtung von H 
im unendlichen liegt, entsprechende erste Polare A\ in Bezug auf die 
Basis jedesmal durch den Pol P; und umgekehrt: für alle in dieser 
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Polare A\ liegenden Pole P rind die ihnen, in Rücksicht der zugehörigen 
Curven W entsprechenden. Harmonischen H sämmtlich parallel, nämlich 
alle nach dem Puncte h^ gerichtet; oder jedes Sgstern parallele Gerade 
in der Ebene sind als solche Harmonische H anzuseilen, deren zugehörige 
Pole P in derjenigen ersten Polare liegen, welche dern nach der Richtung 
der Geraden im Unendlichen gedachten Puncte entspricht [Frage: Ist 
nicht die den Curven J^ und R^ getneinsame Wendetangente 99S im Pol P 
mit den dem letztern entsprechenden vorgenannten Geraden H und A^ 
parallel? und wenn es so ist: wie verhalten sich dann die Abstände der 
drei Geraden H, A^ und 2B von einander? liegt etwa 3B in der Mitte 
zwischen den beiden andern, so dafs alsdann die vier Geraden H^A^G^ 
harmonisch sind?"] 

„Liegt der Pol P in der Basis C* selbst, so zerfällt R^ in Ä^-j-Ä, 
und zwar i^t die Gerade R die Tangente der Basis im Pol P, somit 
zugleich die Wendetangente der Polare J^ daselbst (§. 14. I. 1.); und der 
Kegelschnitt R^ berührt die Basis in P dreipunctig.'^ Namlicb von den 
obigen 12 Puncten a fallen hierbei 5 in P, und von denselben kommen 2 
auf die BerOhrnng von R und C^ und die 3 andern auf die Berührung von 
i{^ und C*. „Ist der Pol P insbesondere ein Wendepunct der Basis, 
so zerfällt auch noch der Kegelschnitt Ä* in zwei Gerade, S93-f 9li «dw- 
lich in die zugehörige Wendetangente 2Ö der Basis und in irgend eine 
andere Gerade 91, und da auch schon R auf der Tangente liegt, so mufs 
also in diesem Falle R^ aus der doppelten Wendetangenfe SB und aus 
einer (nicht durch P gehenden) Geraden dt bestehen.''' „Ist femer der 
Pol insbesondere einer Jener 32 Schnitte P^ der Basis und der obigen 
Curve P^^ (§. 17,), so besteht R^ wiederum aus der doppelten zugehö^ 
rigen Tangente iS" (§. 17.) und aus irgend einer Geraden 91/' Nämlich 
von den 12 Puncten a fallen hier 6 in P, zwei andere sind die ftufsern End- 
puncte von jS»^^ und die vier übrigen liegen in der Geraden 9{. Bei diesen 
beiden besondern Fällen ist die Gerade 31 der Jedesmaligen Tangente SB 
oder S2 der Basis, welche zugleich die 3^^ Polare des Pols in Bezug 
auf die Basis ist, parallel.'' 

„Liegt der Pol P in der Curve P^ wobei die Polare J^ aus J^ Ä, 
besteht (§.17.), *o zerfällt auch die Curve R^ in Ä^-["'S^r, so dafs also 
in diesem Falle J^ und R^ die Doppelsehne S^ zum gemeinsamen Be-- 
standtheil haben f ferner ist dabei die Polare des Pols P in Bezug auf 

9» 
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den Kegelschnitt /{^ etwa R\ mit der dritten Polare A^ desselben Pols 
in Bezug auf die Basis parallel; und zwar sind beide, R^ und A^, tnit 
der Doppelsehne Si parallel.'''' 

III. Bei der Basis C^ geben durch jeden Pol P je 10 Sehnen S, 
deren 20 Endpuncte a in der Polare J^ liegen , die den Pol zum Mittelpunct 
hal. Nun wird die Basis von den 10 «S^ in noch 10*3 = 30 andern Puncten o 
und die Polare J* wird von denselben in noch 10*2 = 20 neuen Punc(en ^i 
geschnitten^ und zwar sind die letztern eben so paarweise Gegenpuncte in 
Rücksicht des Mittelpunctes P, wie jene 20 Puncte a. 

„Durch die SO Puncte a können unzählige Curven 6^'" Grads, B^, 
gehen. Jede solche Curve schneidet die 10^^ aufser in den 30 a^ in 10<3 = 30 
neuen Puncten cfj. 

„Solche SO Puncte a^ liegen jedesmal mit jenen festen 20 Puncten a^ 
zusammen in irgend einer Curve Sf^'' Gradn, etwa Ci.'* Demnach gehen 
durch die 20 Puncto ai gerade eben soviele Curven Cl^ als durch jene 
30 Puncte a Curven R^ möglich sind; mittelst der 30 Puncte aj bestimmen 
sie einander gegenseitig, so dafs jeder durch die 30 or gehenden Curve R^' 
eine durch die 20ai gehende bestimmte Curve C^ entspricht, und auch um- 
gekehrt. Die Curve R^ hat zu der ihr entsprechenden Curve C/ und 
zu der Basis C^ völlig gleiche Beziehung. Die innern Polaren des Pols P 
in Bezug auf die Curven C^ und Ci sind eine und dieselbe Curve J^ 
Aus einem frflheren Satze (§.14. II. 2.) kann man schliefsen: Dafs durch 
die 25 gemeinschaftlichen Puncte der beiden Curveti C^ und Ci alletnal 
noch eine solche dritte Curve gleichen Grads, etwa Co, g^ht, welche den 
Pol P ZUM Mittelpunct und somit zugleich zum Wendepuncl hat. Und 
dafs ferner, wenn man sich zwischen denselben zwei Curven C* und CI 
die durch den Pol P gehenden 26 Wechselsehnen bb^ denkt, von deren 
Endpuncten nämlich der eine in der einen und der andere in der andern 
Curve, die Mitte der Sehne aber in P liegt, alsdann die 60 Endpuncte 
dieser Sehnen ebenfalls in einer solchen Curve 5'*"* Grads, etwa B\ liegen, 
welche P zum Mittelpunct hat. 

IV. Bei der Basis C® gehen durch jeden beliebigen Pol P je 15 Seh- 
nen jS'^ deren 30 Endpuncte a in der Polare J^ liegen, welche den Pol zum 
Mittel- und zugleich zum Wendepunct hat. Die Basis wird von den ibS 
noch in andern 15-4 = 60 Puncten a, und die Polare J* wird von den- 
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selben, Bufser in P selbst, noch in 15*2 = 30 neuen Punden üi geschnitten, 
welche paarweise Gegenpuncte in ROcksicht des Miltelpunctes P sind. 

„Durch die 60 Puncie a können Curven 10^"'' Grad/f Ä^" gehend 
Jede dieser Curven schneidet die \bS in neuen 15-6=90 Puncten «i- 

jfSolche 90 Puncie «i liegen jedesmal mit jenen festen 30 Puncten a^ 
zusammen in irgend einer Curve 9*''" Grads Bi^ welche mit der Polare J^ 
den Wendepunct P sammt der zugehörigen Wendelangente gemein hat?'' — 
[Berfihren die Curveh Rl und J^ einander im Pol P nicht höher als drei- 
punctig? Kann die Curve /if nicht inCf-j-C^ zerfallen? Oder können durch 
die 30 Puncie «i nicht auch Curven 6* ' Grads, Ci^ gehen? Jede solche Ci 
schniUe alsdann die \bS in neuen 60 Puncten a\ und diese 60a' lägen mit 
den festen 60« in einer Curve R^^\ welche die \bS in noch 15-2 = 30 an- 
dern Puncten a' schnitte, und diese 30a'' müfsten sodann in einer Curve C'^ 
liegen, welche mit J^ den Wendepunct P nebst der zugehörigen Wende- 
langente gemein hatte, oder sie noch höher berührte.] 

V. Bei der Basis C^ gehen durch jeden Pol P je 21 Sehnen S, 
deren 42 Endpuncte a in der Polare J^ liegen, die den Pol zum Mittelpunct 
hat. Die Basis wird von den 21 iS> noch in 21-5=105 Puncten a, und die 
Polare wird von denselben noch in 21-4 = 84 Puncten a^ geschnitten. Die 
in jeder Sehne S liegenden 4 Puncto a^ bestehen aus zwei Paar Gegen- 
puncten in Rücksicht der Polare J^ und ihres Miltelpunctes P. 

,, Durch die iOo Puncie a können Curven IS'^'' Grads, 7{", gehen?'' 
Jede dieser Curven schneidet die 216' in neuen 21-10 = 210 Puncten a^. und 

yySolche 210 Pnncte or, liegen jedesmal, mit jenen festen 84 Punc- 
ten Ui zusammen, in irgend einer Curie 14^"" Grads /?/*" In Rücksicht 
dieser Curven und des Pols findet das Eigenthümliche statt: yyDafs die innere 
Polare, Jl^, des Pols P in Bezug auf jede Curve B}* in zwei Theile 
zerfällt, wovon der eine allemal die vorgenannte Polare J^, der andere 
aber irgend eine Curve J'' ist , welche gleichfalls den Pol zum Mittel- 
punct (und zugleich zum Wendepunct} hat?' — [Können hierbei nicht auch 
an die Stelle der Curve /?/* zwei solche Curven T'**" Grads, etwa Cl-^-Cl^ 
treten, wovon die eine, in Räcksicht der zwei Paar Gegenpuncle a^ in jeder 
Sehne S, je durch das eine und die andere durch das jedesmalige andere 
Paar geht? Welche Paare, in Betracht aller 21 Sehnen^ gehören zusammen, 
oder wieviele Änderungen sind dabei möglich? U. s. w.] 
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Analoge Eigenschaften, wie bei den beiden letzten Beispielen (IV.) 
und (V.), finden auch bei den allgemeinen Basen C*^ und C**'-^ statt. 

Innere Panpolaren 

§. 21. 
I. Ist in einer Ebene ein Curven - Bflschel m'"' Grads, B(C'^)^ mit 
M^ Grundpuncten p gegeben (Monatsber.), so gehen durch jeden in der Ebene 
beliebig gewählten Pol P, rflcksichtlich jeder einzelnen Curve C'^, ein be- 
stimmtes System von ^m(fn — 1) Sehnen S, deren tn(m — 1} Endpuncte a 
in der zugehörigen innern Polare J'""^ liegen. 

„Alle innern Polaren, die demselben Pol P in Bezug avf die ein-- 
zelnen Curven des gegebenen Curven^Büftchels B(C'^) entsprechen, bilden 
unter sich gleicherweise einen Curven -- Büschel ß(jr'"~^) mit {m — 1)* 
Grundpuncten q und haben den Pol zum gemeinsamen Miltelpunct; zu^- 
dem sind ihre Grundpuncte q paarweise Gegenpuncte, etwa q und q^^ 
in Rücksicht des Miffelpunctes P, so dafs also die Polaren sämmtlich 
^(ni — 1)^ Sehnen qq^ gemein haben. In dem Falle, wo fii — 1 und damit 
auch (m — 1}^ ungerade ist, liegt der unpaare oder einzelne Punct q, der q^ 
heifsen mag^ im Pol P selbst, und die Zahl der Sehnen qqi wird dabei nur 
durch die in dem Ausdrucke \{m — 1)^ enthaltene ganze Zahl angezeigt. 

„Die gesummten Asymptoten A^ aller gegebenen Curven Ä(C") 
umhüllen eine Curve {2m — t^^ Glosse A]'^'' und 4(m—iy* Grads, welche 
die Gerade G^ zur 2 {m—\) fachen Tangente hat; so dafs also durch 
Jeden gegebenen Pol P, ttn Allgemeinen, 2m — 1 Asymptoten A, gehen, 
dagegen aber nach jedem in G^ liegenden Puncte Q, oder nach jeder ge-- 
gebenen Bichlung nur je eine Asymptote A, geht, somit keine zwei parallel 
sein können.^**} 

Werden die Endpuncte aller jener Systeme Sehnen, welche demselben 
Pol in Bezug auf alle gegebenen Curven entsprechen, zusammengefafst, so 
ergiebt sich der folgende Satz. 



*) ^Werdet% die gegebenen Curven B{C^) von einer beUebigen Geraden G ge^ 
sehntien und man denkt eich in depi Schnittpuncten an dieselben Tangenten A gelegt, 
so umhüllen diese Tangenten gleicherweise eine Curve (2m — 1)**"" Classe jl^"»-! und 
4(m — 1)*'^ Grads, welche die Gerade G zur 2{m—i)fachen Tmigente hat.** Dieser 
Salz ist der Abhandlung entnommen , welche der obige Monatsber. bespricht. 
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j,Die Endpuncle a aller Sj/steme Sehnen S, die irgend einem und 
demselben Pol P in Betracht aller einzelnen Curven des gegebenen 
Curven^ Büschels Bifi'^) zugehören ^ liegen zusammen in einer Curve 
(2wi— !)•'"' Grads, J^'^"^, welche den Pol P zum Mittelpunct und die 
durch denselben gehenden 2m — 1 Asymptoten A^ von einzelnen der ge^ 
gebenen Curven auch selbst zu Asymptoten hat, so dafs sie diese Curven 
in den unendlich entfernten Puncten Oao der respectiven Asymptoten be^ 
rührt, und welche ferner sowohl durch die m^ Grundpuncte p des gege^ 
benen Curven^ Büschels, als auch durch die {m — 1}^ Grundpuncte q des 
Büschels innere Polaren, Ä(J'"""'), desselben Pols in Bezug auf jenen 
gegebenen Curven-- Büschel geht.'' Diese Curve J**"*"^ soll „innere Pan-- 
polare'' des Pols P in Bezug auf den gegebenen Curven -Büschel B{C'^) 
genannt werden. Da dieselbe immer von ungeradem Grad ist, 2»! — 1, so 
geht sie stets durch ihren eigenen Hittelpunct P und hat ihn zugleich zum 
Wendepunct. 

Unter den unendlich vielen Sehnen 8, welche in Betracht aller ge- 
gebenen Curven durch den jedesmaligen Pol P gehen, giebt es allemal ein- 
zelne solche besondere Sehnen, welche in ihrem einen Endpuncte die zuge- 
hörige Curve berQhren, statt schneiden. Jede solche Tangenten - Sehne soll 
durch S^y und ihre Endpuncte durch a und 6^), nämlich der genannte Berflh- 
rungspunct durch n,, bezeichnet werden. (In speciellem Falle können beide 
Endpuncte BerQhrungspuncte werden.) Ist S^^ insbesondere eine Asymptote A^ 
der zugehörigen Curve C'^, so ist n^j nicht mehr allein als Berührungspunct 
anzusehen, sondern in diesem Falle hat man sich auch a in dem unendlich 
entfernten Berührungspuncte n« der A^ zu denken, und zwar ii» n^^b der 
einen und a nach der entgegengesetzten Richtung, so dafs beide vereint ^den 
Berührungspunct a« bilden, und dennoch gleichweit vom Pol P abstehen. 
Demnach ist jede Asymptote A^ einer Curve C'^ in Rücksicht jedes in ihr 
angenommenen Pols P allemal als eine Tangenten^ Sehne So anzusehen, 
deren beide Endpuncte a und a^ jedoch als in ihrem Berührungspuncte a^ 
vereinigt, aber als nach entgegengesetzten Richtungen liegend zu belrach^ 
ten sind. 

„Durch jeden Pol P gehen, im Allgemeinen, 3m {m — 2)-|-2wi — 1 

Tangenten 'Sehnen S^^ die jedoch von zweierlei Art sind; nämlich: 

1) 2//I— 1 derselben bestehen aus den vorgenannten, durch den Pol P 

gehenden Asymptoten A^ einzelner gegebener Curven (den Asymptoten 
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der Panpolare) , so dafs ihre Endpuncte in den respectiven Berühr 
rungspnncien a^ vereint Heyen; 2) dagegen sind die Sm(m — 2) übrigen 
eigentliche Tangenten -^Se/men S^^^ deren Endpvncte a und Oi^ verschieden 
und nicht im Unendlichen liegen; die 3m {m — 2) Berührungspuncle a^ 
der letztern liegen allemal mit den r/i^ Grundpuncten p des gegebenen 
Curren^ Büschels zusammen in irgend einer Curve 2(iw — 1)*'"" Grads, 
A:r^\ welche die -zugeltörige Panpolare J'^'""^ in ihrem Jlittetpuncte P 
berührt.''' Die Curven Al"'~'^ und J'""'^ schneiden einander in den 3m(f/i— 2) 
Pvncten ä„, so wie in den m^ Puncten p und berühren sich in P zwei^ 
punctig; was zusammen gerade die volle Zahl ihrer gemeinschaftlichen 
Puncte 2(1/1 — 1 ) (2//« — 1 ) ausmacht. 

Eine gegebene Curve C"" werde von einer Tangente Ä„ im Puncte a^ 
berQbrt und nebsldeni in m — 2 functen a geschnitten; man bezeichne die 
)iltte jeder Strecke ar/., durch 2){, so hat man in jeder Tangente m — 2 Puncte SR 
und der Ort aller dieser Puncte wird irgend eine Curve x^"*' Grads, SK"^, sein, 
welche jedoch aus den m Asymptoten A^, der gegebenen Curve C'^ und aus 
einer eigentlichen Curve (j? — w)*"" Grads, SW"*", besteht, so dafs, wenn man 
X — fii = y setzt, 

3Ä- = a>?>4-//i. J, 

ist. So gehört also zu jeder Curve C'^ eine Ortscurve 9)?'. 

j^Die zu allen Curven eines gegebenen Curven - Büschels B {€"") ge^ 
hörige Schaar Ortscurven S{^yv^) bedecicen die ganze Ebene dergestalt, dafs 
durch jeden Pol P, im Allgemeinen ^ Sm(m — 2) derselben gehen.'''' Weil 
nämlich eben so viele Tangenten -Sehnen durch jeden Pol gehen, aufser den 
2m — 1 Asymptoten. In dem speciellen Falle, wo r/j = 3, ist y==15, und: 
Bei einem gegebenen Curven - Büachel 5'^" Grads, BC^;^ gehen von der 
Schaar zugehörigen Ortscurven Ä.SW"; durch jeden Pol P je 9, so wie 
nebstdem je 5 Asymptoten ^4, von einzelnen der gegebenen Curven- [1. Den 
Grad, y, der Ortscurve 9P' allgemein zu bestimmen. 2. Die Enveloppe der 
S;3R>) zu finden.] 

Unter den durch irgend einen Pol P gehenden unendlich vielen Sehnen S 
der gegebenen Curven B{C'") giebt es ferner auch solche besondere, die @ 
statt iS^ heifsen sollen, in deren Endpuncten a und a^ die Tangenten 3( und ^i 
der zugehörigen Curve (S" (statt C'") parallel sind, und wobei also diese 
Curve in den Endpuncten der Sehne sowohl von ihrer innern Polare 3*"'"* 
(statt J'""^) als auch von der Panpolare J^"""^ beröhrt wird. Es giebl für 
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jeden Pol P, im Allgemeinen, (3»i — l}(i/i — 2)4-^- solche "besondere Sehnen ®, 
oder im engeren Sinne nur (3//i— l)(7/i-— 2), indem der Bruch, ^, die Tan- 
gente der dnrch P gehenden Curve C"" anzeigt, bei welcher a nnd a^ sich 
in P vereinigt haben und die genannten drei Curven einander nur noch in 
diesem einen Puncle P berühren. Als dergleichen uneigentliche Sehnen @ 
machen sich ferner auch die durch P gehenden 2 m — 1 Asymptoten Ä^ gel-* 
lend, in deren Puncten a^ die zugehörigen beiden Curven C'" und •7'""^ ein- 
ander ebenfalls berühren und zugleich von der Panpolare berührt werden. 
Aufserdem berührt die Panpolare J^""^ in jedem der m^ Grundpuncte p irgend 
eine Curve C*", aber nicht auch zugleich deren Polare J'"*"^; und eben so be- 
röhrt dieselbe in jedem der (m — l)^Puncte q irgend eine der Polaren B{J'^^^\ 
aber nicht auch deren Basis C'". Also: 

yyDurch jeden Pol P jfehen, im Allgemeinen, {3m — l)(in — 2) eigent- 
liche Sehnen ®, in deren Endpuncten a und a^ die Tangenten Sl und Sd 
parallel sind und die jedesmalige Curve ^'"^ sowohl von ihrer innem 
Polare ^"^"^ als auch von der Panpolare J**"""* berührt wird.'' Oder: 
„Unter den jedem Pol P entsprechenden innem Polaren Ä (%/*"-*) giebt 
es je (3m — i){m — 2) solche, 3*^"*, welche ilire Basis, S% in zwei Punc- 
ten berühren.'' Oder: „Die Panpolare J^'^"^ jedes Pols P berührt je 
(3m — l)(m — 2) der gegebenen Curven B^C'^) in je zwei Puncten a 
und Ol, welche stets Gegenpuncte in Rücksicht des Pols sind, und sobald 
dieselbe eine der gegebenen Curven in irgend einem Puncte a berührt, 
der weder in der Geraden G^ Hsgt, noch einer der m^ Puncte p ist, so 
berührt sie dieselbe nothwendig noch in einem andern Puncte ai, und 
zwar im Gegenpuncte von jenem in Rücksicht auf den Pol P." Dabei 
kann,, in Betracht einer einzelnen gegebenen Curve, auch noch das bemerkt 
werden: „Liegt der Pol P in einer Asymptote A, einer Curve C'^, so 
berührt seine innere Polare J'""^ die letztere im unendlich entfernten 
Puncte a« der A,." 

In jeder einzelnen Curve C^ müssen alle solche Sehnen @, in deren 
Endpuncten a und ai die Tangenten 31 und %i parallel sind, irgend eine Curve 
y^" Classe, ®^, umhüllen, und eben so mufs, wenn man die Mitte jeder Sehne @ 
durch 91 bezeichnet, der Ort aller 91 irgend eine Curve x^"^ Grads, 9i*, sein. 
In dieser Hinsicht gehören alsdann zu den Curven des gegebenen Büschels B{C'^) 
zwei Schaaren Ortscurven, S{&) und Ä(9l'^). 

CreUe*s Journal f. d. M. Bd. XLVH. Heft U 10 
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„Die Schaar OrUcurven* S(ßV)^ welche zu dem gegebenen Cura- 
ven -Büschel B{C'^) gehören, überziehen die ganze Ebene dergestalt, dafs 
durch jeden beliebigen Pol P, im Allgemeinen, je (3//i — l)(iw — 2) der- 
selben gehen!''' FQr den speciellea Fall, wo m=^Z^ sind nach dem Obigen 
(§. 15.) die Curven ©^ und 91* = & und 91", und in Rücksicht des Curven- 
Büschels B{C^) gehen durch jeden Puncl P der Ebene je 8 Orlscurven 91^^ 
[1. Die Classe y und den Grad x der beiden Ortscurven allgemein zu be- 
stimmen. 2. Die Enveloppen von S{®^) und iS'(9l'') zu finden.] 

Wird mit der innern Panpolare zugleich auch die dufsere Panpolare 
il^""^ (Monatsber.) desselben Pols in Bezug auf den nämlichen gegebenen 
Curven -Büsche! betrachtet, so findet sich folgende gegenseitige Beziehung 
derselben (vergl. §. 13. IL): 

„Die beiden Panpölaren A^"^"^ und J^"^"^ jedes Pols P in Bezug 
auf den gegebenen Curven- Büschel B(C'^) haben mit der Geraden G^ die 
nämlichen 2m — 1 Puncte 6^ gemein, so dafs ihre Asymptoten paarweise 
parallel sind; ferner berühren sie einander im Pol P und ihre übrigen 
gemeinschaftlichen Puncte bestehen aus den m^ Grundpuncten p und aus 
den obigen Sm{m — 2) Berührungspuncten Oq der sogenannten Tangenten^ 
Sehnen jS'q; was zusammen richtig die volle Zahl ihrer gemeinschaftlichen 
Puncte, (2m— l)(2m— 1), beträgt.'' Wird der Pol P insbesondere in 
einem der Grundpuncte p angenommen, so wird er ein dreifacher Punct 
von jeder der beiden Panpolaren, und zwar berühren die durch ihn 
gehenden beidseitigen drei Curven -Zweige einander paarweise in ihm.^ 

II. Rücksichtlich des Büschels innere Polaren 0(J'"~~') sind, unter 
andern, noch folgende Umstände beachtenswerlh. 

Da die Curven irgend eines Büschels x^^'' Grads, B^C"")^ insgesammt 
3(j^ — 1)^ Doppelpuncte haben, und da sich anter denselben je 2(;r — 1) solche 
befinden, welche irgend eine gegebene Gerade G berühren (Monatsber.): so 
müssen also auch die Polaren B^J""^^) jedes Pols P in Bezug auf den 
gegebenen Curven- Büschel B{C"') allemal im Ganzen 3(iw — 2)^ Doppel- 
puncte enthalten, und es müssen je 2(fn— 2) derselben jede gegebene Ge^ 
rade, also namentlich auch die Gerade G^ berühren. 

Daraus ist zunächst zu entnehmen, dafs es in Betracht jeder einzelnen 
Curve C"" auch solche Pole P geben mufs, deren innere Polaren J"""^ Doppel- 
puncte haben; und zwar müssen diese Doppelpuncte, im Aligemeinen, paar- 
weise vorhanden sein, nämlich als Gegenpuncte in Rücksicht des Pols oder 
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Mittelpuncls P der jedesmaligen Polare J"""^ (§. 9. II.) ; nur wenn ein Doppel- 
punct insbesondere im Millelpunci P selbst, oder wenn er in der Geraden G^ 
Kegt, steht er als einzeln da. Von jeder Curve, etwa Jr^\ welche einen 
Doppelpunci ))« auf der Geraden &« hat, kann man sagen , sie berühre diese 
Gerade in demselben; und wenn die Curve einen Mittelpunct jP| hat, so kann 
man umgekehrt behaupten: sie könne die Gerade G^^ im Allgemeinen, nur 
in diesem Sinne berühren, dafs sie einen auf derselben liegenden Doppelpunct 
hat. Da nun aber mit der Innern Polare Jl"~^ auch zugleich die äufsere 
Polare Ai"^ desselben Pols P^ die Gerade 6r« im nämlichen Puncto berührt, 
so Folgt also: 

^,Dafs der Ort desjenigen Pols P|, dessen innere Polare J^^"^ in 
Bezug auf die gegebene Basis C'^ die Gerade G^ berührt und somit 
einen auf ihr liegenden einzelnen Doppelpunci p^ haty eine bestimmte 
Curve 2 (in — 2/" Grads Pl'^'^ und (tn — XY''' Classe D'""' ist; nämlich 
diese Curve ist die (m — 1)**' Polare der Geraden G^ in Bezug auf die 
Basis C"", oder die Enveloppe aller Durchmesser D der letztem.''^ 

In den Hittelpunct oder Pol P kommt vornehmlich dann ein einzelner 
Doppelpunct der Polare zu liegen, wenn m ungerad, =2>^ — 1, ist und P 
in der Basis C" = C^''~^ selbst liegt, so dafs also für diesen Fall die Basis 
als Hauptbeslandtheil seines Ortes anzusehen ist. Dabei sind alsdann die ge- 
genseitigen Schnitte der beiden Curve» P^*"-* und C*" solche besondere Pole P, 
deren Polaren zwei vereinzelte Doppelpuncte, ^^o und P, haben. Übrigens 
kann der Mittelpunct P insbesondere aui;h ein mehr als zweifacher Punct der 
Polare J'^^V werden, jedoch nur nach Mafsgabe der zwei Zahlforftien von m^ 
nur so, wie bereits oben (§. 1.) angegeben worden. 

Aufser diesen specielleT) Fällen, wobei die Polare einen vereinzelten 
Doppelpunct bat, mufs es nun, in Bezug auf die gegebene Basis C", auch 
Bolcbe Pole geben, die P^ heifsen sollen, deren innere Polaren J^^^ ein Paar 
(oder insbesondere auch mehre Paare) Doppelpuncte, Ps und ))2, haben, welche 
dann stets Gegenpuncte in Rücksicht des Pols Pz sind; und zwar mufs der 
Ort aller solcher Pole irgend eine Curve a?**" Grads P^ sein. 

Hiernach gehören also zu der gegebenen Curve C'^, im Allgemeinen, 
zwei solche Ortscurven P^'^-* und Pzj wovon die erste alle diejenigen Pole Pj 
enthält, deren Polaren J^"^ einen auf der Geraden Cr» liegenden einzelnen 
Doppelpunct haben, die andere, unbekannte Curve dagegen alle diejenigen 
Pole P2 enthält, deren Polaren J^'^ Paare von Doppelpuncten haben. Die 

10» 
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2(m — 2) X ^ gemeinschaftlichen Puncte beider Orlscurven sind solche be- 
sondere Pole, welche beide Eigenschaften zugleich besitzen. In dem Falle, 
wo fn = 2v — 1, hat ferner auch jede innere Polare, deren Pol in der Basis 
C^*'""* selbst liegt, in diesem Pol einen einzelnen Doppelpunct. 

In dieser Hinsicht gehören demnach zu allen Curven eines gegebenen 
Curven -Büschels B{C'")^ im Allgemeinen, sowohl eine Schaar Ortscurven 
P/"»-*, oder iS(Pi''"-*), als auch eine Schaar Ortscurven P^\ oder S(Pi^). 

Da nun unter dem Büschel Polaren fl (•/""■') jedes Pols P in Bezug 
auf den gegebenen Curven -Büschel BiC*^) sich 2(m — 2) solche befinden, 
welche die Gerade G^„ berühren, also 2(m — 2) solche Polaren Jr"^, welche 
einzelne Doppelpuncte p^ auf G^ haben; und da der Büschel B{J'^~^) im 
Ganzen 3(f/i — 2)^ Doppelpuncte enthält, so bleiben also noch 

S(fn — 2y — 2(m — 2) == (w — 2)(3m — 8) 

solche Doppelpuncte übrig, welche nicht im Unendlichen liegen, und welche 
somit paarweise einzelnen Polaren J^"^ angehören müssen. Die Anzahl dieser 
Polaren Jx'""^ ist daher 

= i(i/i-2)(3f/i-8), 

insofern nämlich diejenigen unter ihnen, welche insbesondere mehre Paare 
Doppelpuncte haben, ebenso oft gezählt werden als sie Paare enthalten. Für 
den Fall, wo m = 2a'— 1, ist die Zahl der Polaren J^''^ 

= 2(v-2)(3v-4) + i, 

wo der Bruch ^ diejenige besondere Polare, etwa J^"^ anzeigt, welche einen 
einzelnen Doppelpunct im Pol P selbst hat, und welche der durch P gehenden 
Curve CP'"'Q=C'^') zugehört. 

Diesen Angaben gemäfs ist nun auch bestimmt, wieviele von jenen 
genannten Ortscurven durch den jedesmaligen Pol gehen« nämlich: 

„Die zu dem gegebenen Curven ^Büschel B(C"*) gehörigen zwei 
Schaaren Ortscurven, S{Pl""^) und S{P2)^ bedecken die ganze Ebene 
in der Art, dafts durch jeden beliebigen Punct P, im Allgemeinen, 

2 (f/i — 2) Curven P^""^ und i(M — 2) (3i/i ~ 8) Curven Pi^ 

gehend Wenn m==:2v—t, und danach die letzte Zahl =2(y— 2)(3y— 4)-f | 
Ist, so gehen 2(r — 2)(3r — 4) Curven Pf durch P und der Bruch \ zeigt 
diejenige unter den gegebenen Curven an, welche durch P geht. 

Es wird zur Erläuterung dienen und auch an sich nicht ohne Interesse 
sein, wenn wir die ausgesprochenen allgemeinen Eigenschaften bei den ein- 
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facbsteo Beispielen, wo der gegebene CurvenbOscbel nur vom 3"'% 4^^"" und 
5*'''* Grad ist, etwas näber betracbten. 

A. Bei einem gegebenen Curven- Büschel 3'"" Grads, B(^C^)^ finden 
keine Ortscnrven P2 stall, was auch der Ausdruck 2(r — 2){3r — 4) richtig 
anzeigt, indem er = wird, wenn v=2 ist; wogegen der Bruch | bleibt 
und die durch den Pol P gehende Gurve C^ anzeigt. Jede der andern Orts- 
curven P^*^-^ wird hier ein Kegelschnitt Pi\ und zwar derselbe, welcher 
schon oben (§. 15.) betrachtet und durch £^ bezeichnet worden. Die innern 
Polaren jedes Pols P in Bezug auf den gegebenen Curven- Büschel B{C^) 
bilden einen Kegelschnitt -Büschel B{J'^) mit 4 Grundpuncten q; dieselben 
enthalten im Ganzen 3(3 — 2)^ = 3 Doppelpuncte, von welchen 2(3 — 2) = 2 
auf der Geraden G^ liegen, und einzelne Doppelpuncte zweier besondern Po- 
laren Jl sind, der dritte dagegen liegt im Pol P selbst und ist Doppelpunct 
der besondern Polare JJ, welche der durch P gehenden Curve C^ entspricht. 
Jede der beiden Polaren Jl besteht aus zwei parallelen Geraden J undJ^, die 
gleichweit vom Pol P abstehen, und die Polare J^ besteht aus zwei sich in 
P schneidenden Geraden (Sehnen) jS* und iSj^ (§. 15.). Demnach sind die 
4 Grundpuncte q des Büschels^ Polaren B{J'^) allemal die Ecken eines 
Parallelogramms, . welches die Geraden S und S^ zu Diagonalen und die 
zwei Paar Geraden J und J^ zu Gegenseilen hat; und die zu dem ^^- 
gebenen Curven- Büschel B{C^) gehörige Schaar Orfj^ Kegelschnitte S{Pi) 
erfüllt die ganze Ebene doppelt, so dafs durch jeden Punct P je zwei 
Kegelschnitte PI gehen. 

B. Bei einem gegebenen Curven-Büschel i7(C^) sind die zugehörigen 

OrtSGurven P,^ vom 10*^" Grad und 36^'*»' Classe (§. 17.), also P^ = Pi'^; 
die andern Ortscurven p2m-4^ j^m-i gj„j ^^^ 41... g^^j p4 ^^j ater^j^gg^ jps 

Die irgend einem Pol P entsprechenden innern Polaren bilden einen Büschel 
B{J^) mit 9 Grundpuncten q, und haben im Ganzen 3(4 — 2)' ==12 Doppel- 
puncte. Von den 9 Puncten q Hegt einer, etwa qo^ im Pol P selbst und die 
8 übrigen besteben aus 4 Paar Gegenpuncten q und qi rücksichtlich des Pols, 
so dafs sie die Endpuncte von 4 gemeinschaftlichen Sehnen iS> der Polaren 
B{J^) sind. Von den 12 Doppelpuncten liegen 4 auf der Geraden 6?« und 
sind einzelne Doppelpuncte von 4 besondern Polaren Ji, dagegen sind die 
8 übrigen paarweise Doppelpuncte, ))2 und ^\^ von vier besondern Polaren J| 
und zugleich Gegenpuncte in Rücksicht des Po)s P. Jede der 4 letztem Po- 
laren Jj^ mufs aus J^-f^s besteben (§.17.), und zwar mufs der Kegelschnitt 
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J^ durch je drei Paar Grundpuncte q und fj, und die Doppelsehne S^ mufi 
durch das jedesmalige vierte Paar gehen, also auf eine der 4 Sehnen jS^ fallen; 
und da nun das zugehörige Paar Doppelpuncte aus den gegenseitigen Schüitteo 
von «/^ und S^ besteht, so liegen also in jeder der 4 Doppelsehnen S2 (oder 
auch der 4S') sowohl ein Paar Doppelpuncte Ps und p,, als auch ein Paar 
Grundpuncte (/ und ^^ des B{J^)^ so wie auch jede derselben durch den 
9'*'' Grundpunct q^ (oder Pol P) geht. Von den zu dem gegebenen Curven-- 
Büschel B{C^) gehörigen zwei Schaaren Ortscurven, S{Pl) und S{P?)j 
bedeckt jede die ganze Ebene vierfach , d. h. durch Jeden Punct P der 
Ebene gehen sowohl 4 Curcen P* als auch 4 Curven P^^. Jede Orts- 
curve ^2^ hat 9 dreifache Puncle P^ (§. 17.); der Ort dieser Puncte, rück^ 
sichtlich aller Ortscurven S[Pi^)^ ist eine Curve «*"• Grads P^^ welche 
insbesondere auch durch die zu dem gegebenen Curven -Büschel B(C*) 
gehörigen 27 Doppelpuncte geht. 

C. Bei dem gegebenen Curven -Büschel B{C^) bilden die Polaren 
jedes Pols P einen Büschel B{J*) mit 16 Grundpuncten // und im Ganzen mit 
3(5 — 2f = 27 Doppelponcten ; es befinden sich unter denselben 2(5 — 2} = 6 
solche, «7/, welche einen einzelnen Doppelpiyict p« auf der Geraden G^ haben, 
und ferner 2(3 — 2)(3-3 — 4)= 10 solche, J*^ -welche ein Paar Doppel- 
puncte P2 und P2 haben, die Gegenpuncte rficksichüich des Pols P sind, und 
endlich noch eine solche, J'o, welche einen einzelnen Doppelpunct im Pol P 
selbst hat, was zusammen die 27 Doppelpuncte ausmacht. Dem entsprechend 
gehen also von den zu dem gegebenen Curven -Büschel gehörigen Ortscurven 
Ä(Pf) und S{P2^) durch jeden Pol P einerseits je 6 Curven Pf (=/>*) 
und andererseits je 10 Curven Pf. 

Die 16 Grundpuncte q des Büscheis B(J*) bestehen aus 8 Paar Ge- 
genpuncten q und ^^^ oder sie sind die Endpuncte von 8 gemeinschaftlichen 
Sehnen ^ dieses Büschels. Die besondere Polare J'o kann möglicherweise 
aus J^-^-Sz bestehen (§. 19.), wobei sie alsdann drei Doppelpuncte hat, die 
gegenseitigen Schnitte von J^ und Sir wovon der eine, als einzelner, in P 
liegt und die zwei andern ein Paar Gegenpuncte sind; ferner geht dabei die 
Curve J^ durch 6 der 8 Paar Grundpuncte q und qi und die beiden übrigen 
Paare liegen in der Doppelsebne 82^ so dafs also die letztere zugleich eine 
gemeinscbaftliche Doppelsebne aller Polaren B(J*) ist Diese specielle Po- 
lare J^'\'S2 vertritt zugleich eine der 10 Polaren J^. Es kann ferner mög- 
licherweise eine der 10 Polaren J^ aus J^ und J} bestehen ($.19.)) wobei 
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sodann von diesen zwei Kegelschnitten der eine durch irgend 4 Paar Grund- 
puncto q und (/i und der andere durch die übrigen 4 Paare geht, und wobei 
die gegenseitigen 4 Schnitte von J^ und «// zwei Paar Doppelpuncte :p2 und p, 
sind^ so dafs also diese specielle Polare für zwei Polaren J} zählte und dafs 
die ihr entsprechende Ortscurve P'l' den Pol P zum Doppelpunct haben murs. — 
Hierbei kann gefragt werden: a. Welches ist, in Bezug auf den gegebenen 
Curven-Büschel B(C^)^ der Ort des Pols, für welchen die besondere Polare 
Ji aus J^'\-S2 besieht? (höchstens vom 50*'*" Grad). *. Welches ist der 
Ort des Pols, für welchen eine der 10 Polaren Jj* aus J^-f^'i besteht? oder 
welches ist der Ort der Doppelpuncte aller Ortscurven S(P2)? 

In Betreff der obigen allgemeinen Betrachtung sind, unter andern, fol- 
gende Aufgaben zu stellen. 

1 . Den Grad x der Ortscurve P^ allgemein zu bestimmen, d. h. für 
jede Basis C". 

2. Die Enveloppe der zu einem gegebenen Curven-Büschel B(C'^) 
gehörigen Schaar Ortscurven SiJP^) zu finden; und 

3. Die Enveloppe der zu demselben Curven-Büschel gehörigen 
Sshaar Ortscurven «(P,^'""*) = «(/>'— ^) zu finden. Hierbei will ich be- 
merken, dafs diese Curvenschaar in der Hinsicht^ dafs sie {m — 1 )''**'' Classe 
18t und durch jeden Punct P der Ebene je 2(m — 2) derselben gehen: auf- 
fallende Übereinstimmung mit einem Curven-Büschel gleicher Classe B^K*"^^) 
and mit (//i — 1)^ gemeinschaftlichen Tangenten hat, indem auch hier durch 
jeden Punct der Ebene je 2{m — 2) Curven K'""^ gehen; dagegen sind diese 
Curven K'^"^ vom (m — 1 ) (wi — 2)**" Grad, v^ährend jene Z?'"'"* nur vom 
2(m — 2)*'" Grad, = P/'""^, sind. Der B(K'^'') ist durch ^m(f/i+l) — 2 
gegebene Tangenten bestimmt. 

§. 22. 

I. Die innere Panpolare kann unter geeigneten Umständen auch in 
Theile zerfallen, wie aus Folgendem erhellen wird. 

Befindet sich unter den Curven des gegebenen Büschels B{C'") ins- 
besondere eine solche, etwa Cj^, welche einen Mittelpunct Co hat, und wird 
dieser Mittelpunct als Pol angenommen : so zerfällt die innere Panpolare noth- 
wendig in die Curve Cj* und in eine bestimmte Curve J^'^\ so dafs J^'"'"* 
aas C^'^'\'JJ"'^ besteht, und zwar ist dabei die Curve J^^~^ eine gemeinsame 
innere Polare aller gegebenen Curven B{C'^)^ mit Ausnahme der Curve C^^ 
mit welcher sie concentrisch ist. Ein solcher Pol Co (=P) bedingt aber 
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auch in Racksicht der ihm entsprechenden fiufsern Polaren, B(A'^''^)^ eine 
besondere Eigenschaft, nämlich: Dafs alle diese Polaren parallele Asymp-- 
toten haben, und siwar parallel den Asymptoten jener gemeinsamen in-- 
nern Polare JJf S weil sie tnit dieser die Gerade G^ in den nämlichen 
m—\ Puncten n, schneiden. Die [m—\){m — 2) abrigen gemeinschafliichen 
Puncte (Grundpuncle) p des Büschels B^A"^"^) müssen daher in einer Curve 
A'^^'^ liegen, welche mit 6?^ zusammen eine Curve -^J""^ dieses Bflscbels ver- 
trili, und zwar ist dieselbe die äufsere Polare von jener besondern Curve Cj". 
Befindet sich unter den gegebenen Curven B{C'") zugleich noch eine andere, 
etwa Q", welche einen Mittelpunct Coo hat, so kommen ihr «und ihrem Mittel- 
puncte gleiche Eigenschaften zu. Bewegt sich sodann der Pol P in der durch 
beide Mittelpuncte gehenden Geraden CuCuu, so entspricht ihm in jedem Mo- 
ment ein Bflschel äufsere Polaren B(^'"~*) mit (m — 1)^ Grundpuncten p: und 
der Ort aller dieser Puncte p ist eine Curve 2(m— 1)*^"* Grads -^'"'"^ 
deren Asymptoten mit den Asymptoten der beiden gemeinsamen innem 
Polaren J^^^^ und ^fJJ""* parallel sind, oder welche mit diesen zwei Curven 
die Gerade G^ in den nämlichen zweimal m — 1 Puncten a^ schneidet. 
Durch Umkehrung ergeben sich folgende Sätze. 

a. Giebt es in der Ebene zweier gegebenen Curven m^^" Grads, 
Cr und Cr, irgend einen solchen Pol C„(=PJ, dessen mnere Polaren 
in Bezug auf dieselben in eine zusamtnenfallen, Jj"'\ so haben alle Curven 
des durch die zwei gegebenen bestimmten Büschels B^C"") für den gleichen 
Pol die nämliche innere Polare gemein, und so enthält dieser Büschel 
allemal eine solche besondere Curve C^, welche den Pol Co zum Mittel- 
punct hat. 

b. Hat eine gegebene Curve rtC^'' Grads C^ einen Mittelpunct Cq 
und man nimmt in derselben |iw(iw-f"3) — 1 Puncte p beliebig an, so gehen 
durch diese Puncte unzählige Curven desselben Grads, B{C'^), welchen 
rücksichtlich jenes Mittelpuncts , als Pol, eine und dieselbe innere Po^ 
Iure •/o'""* entspricht. 

c. Sind in einer Ebene zwei Curven m**" Grads C^' und C^ ge^^ 
geben, die Mittelpuncte Co und Cno haben, so gehen durch ihre m^ gemein'^ 
schaftlichen Puncte p unzählige andere Curven gleichen Grads, ein B{C'^\ 

' welche für jeden jener zwei Mittelpuncte die innere Polare J^^^ und J^"^ 
gemein haben, aber keine dieser Curven kann ebenfalls einen Mittelpunct 
haben ; sind jedoch die gegebenen Curven eoncentrisch , so hat auch jede 
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dieser andern Curven einen Miltelpunct, und zwar sind alle mit den gege-^ 
benen concentrisch. Nur für m = 2 oder für den Kegelschnilt- Büschel B{C^) 
findet hierbei Abweichung statt. 

IL In Betracht des allgemeinen Curven -Büschels BfC^) gehen durch 
jeden Pol P in Rücksicht jeder einzelnen Curve ein bestimmtes System von 
je ^m{m — l) Sehnen Ä, die durch -2*(jS) bezeichnet werden mögen, so dafs 
also eben soviele solche Systeme statt finden, als der Büschel Curven enthält. 
Da nun die innere Panpolare desselben Pols vom (2r/i— l)""^*"" Grad ist, so 
fallen in jede durch P gezogene Gerade G je m — i Sehnen S, welche, im 
Allgemeinen, eben sovielen verschiedenen Curven oder Systemen ^(S) an- 
gehören werden. Bezeichnet man irgend eine Curve des Büschels durch C^^ 
ihre Sehnen durch ^{Si) und jede der |//i(//i — 1) Geraden, in welchen die 
Sehnen liegen, durch Gi , so fallen in jede Gi noch m — 2 andere Sehnen S, 
die eben so vielen andern Curven C'^ angehören, und es entsteht die Frage: 
Ob in Rucksicht alter lm{m—i) Geraden G^ die je m—^ andern Sehnen S 
zu den nämlichen m — 2 andern Curven C'", oder ob dieselben im Ganzen 
zu }m(//i — 1) X (w — 2) verschiedenen Curven C"" gehören? Z. B. bei 
einem gegebenen B{C^) fällt in jede der 3 Geraden fi^i, in denen die 3 Seh- 
nen >S\ der Curve CY liegen, noch je eine andere Sehne S' und es ist die 
Frage, ob diese 3Ä' einer und derselben, etwa Cf, oder ob sie drei ver- 
schiedenen andern Curven C^ angehören? Gehörten sie derselben Curve Cf 
an, so wären alle Curven des Büschels B(C^) einander paarweise zuge- 
ordnet. Es kann ferner gefragt werden : Welche Relation findet zwischen den 
4^m(wi — 1) Sehnen jedes Systems 2{S) stall? oder wenn eine derselben ge- 
geben ist, wie sind die übrigen zu finden? Welche Relation findet zwischen 
verschiedenen Sehnen -Systemen statt? 

Hat insbesondere eine der gegebenen Curven Ä(C'*), etwa C^J", einen 
Miltelpunct C und wird dieser als Pol P angenommen, wobei die Panpo- 
lare J^'"""*= C^r+^d""' ^vi*"^^ so liegen in jeder Geraden G je ^m Sehnen Sq 
der Curve f,J", so wie je ^{m — 1) Sehnen S, welche einzeln andern Cur- 
ven C'" angehören; dabei sind in den Zahlen \m und ^{m — i) nur die Ganzen 
zu zählen. Welche Resultate erhält man, wenn die eben aufgestellten Fragen 
auf diesen besondern Fall angewendet werden? 
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S. 23. 

Allgemeine Bemerkung. 

Die Resultate der vordteheoden Untersuchung lassen sich durch Pro- 
jeclion in andere, scheinbar allgemeinere^ umwandeln; was bereits schon oben 
gelegentlich an einigen Stellen geschehen, an andern nur bemerkt worden ist. 
Auch kann, fast durchgängig, eine entgegenstehende Reihe von Sätzen und 
Eigenschaften nach dem Princip der Dualität der Raumgestalten gleicherweise 
entwickelt, oder durch Polarisation mittelst eines Hälfs- Kegelschnittes aus dem 
Obigen hergeleitet werden; welches alles zur Genüge bekannt ist. Eine eigent- 
liche Weiterführung des Gegenstandes gedenke ich später mitzutheilen, wofern 
mein kränkelnder Zustand mir die zur Ausarbeitung nöthige Kraft und An- 
strengung gestattet. 



Einiges über geradlinige Transversalen bei algebraischen Curven. 

§. 24. 

In den obigen Betrachtungen kommen bereits viele Sätze über solche 
Gerade vor, welche eine gegebene Curve unter irgend welchen bestimmten 
Bedingungen schneiden, und zwar wurde dabei, in den meisten Fällen, ent- 
weder der Ort der Geraden selbst, oder irgend eines in ihr fixirlen Punctes, 
oder es wurden beide örler zugleich berücksichtigt, so wie auch andere, da- 
von abhängige Eigenschaften beobachtet. Einige der frühern Fälle sollen hier 
etwas allgemeiner behandelt und nebstdem noch andere analoge Beispiele hin- 
zugefügt werden. Eine umfassendere Untersuchung über Transversalen bei 
algebraischen Curven, aus welcher nicht nur alle diese Beispiele, sondern auch 
ein grofser Theil der obigen Betrachtungen entnommen ist, behalte ich mir 
für eine andere Gelegenheit vor. 

§. 25. 

Eine gegebene Curve m'^ Grads C"" wird von jeder in ihrer Ebene 
liegenden Geraden oder Transversale «S in m Puncten a (reell oder imaginär) 
geschnitten. Der gemeinsame Schwerpunct solcher m Schnitte (alle gleich 
schwer gedacht) heifse Ä; so hat man, in Rücksicht dieses Schwerpunctes, 
zunächst folgende Satze (wovon der erste I. a. allgemein bekannt ist): 

I. a. „Wird die Transversale S sich selbst parallel bewegt ^ so 
beschreibt ihr Schwerpunct A (d. h. der Schwerpunct ihrer veränderlichen 
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m Schnitte a) irgend eine bestimmte Gerade D, nämlich den der Richtung 
von S conjugirten Durchmesser der Basis C*"/' 

b. f,Giebt man der Transversale S nacheinander alle Ricktungen, 
so entstehen alle Durchmesser D der Basis, wozu insbesondere auch 
ihre m Asymptoten A, gehören^ und zwar als diejenigen eigen thümlichen 
Durehmesser, welche ihrer eigenen Richtung conjugirt sind; daher liegt 
der Schwerpuncl A jeder Transversale S , welche einer A, parallel ist, 
in dem unendlich entfernten Puncte n» der letztem; der Schwerpuncl 
der Geraden G^ aber, diese als Transversale angesehen, ist unbestimmt, 
Hegt in jedem Durchmesser, also nach jeder Richtung. Alle Durchmesser 
insgesammt berühren eine bestimmte Curve (m--!)*^''' Classe D"^"^ und 
2(m — 2)*'" Grads ©^'""*, und zwar berührt jede A, namentlich in demr- 

jenigen Puncte, etwa Hq^ welcher der Schwerpuncl ihrer m— 1 Schnitte 
mit den m—1 übrigen Asymptoten ist ; diese Curve hat, im Allgemeinen, 
^(m — l){m — 2) Doppeltangenten ^ welche solche Durchmesser der Basis 
swd, Di^ denen zwei verschiedene conjugirte Richtungen entsprechen." 
Demnach gehen durch jeden Punct P der Ebene, im Allgemeinen, m — 1 
Durchmesser D der Basis, oder jeder Punct P ist der Schwerpuncl A 
von m — 1 durch ihn gehenden Transversalen S, welche nämlich jenen 
Durchtnessern beziehlich conjugirt sind; liegt der Punct P insbesondere 
in einer A^, so ist diese selbst einer der m — 1 Durchmesser, und so 
fällt die ihr conjugirte Transversale S auf sie , und da diese Transver- 
sale mit den übrigen, wie zuvor, ihren Schwerpuncl in P haben mufs, 
so kann also jeder Punct P in der Asymptote A, als Schwerpuncl einer 
auf ihr liegetiden Transversale S angesehen werden ; wird P in den im 
Unendlichen liegenden Punct o» der A, versetzt, so sind die übrigen 
m — 2 Durchmesser D alle mit A^ parallel, die ihnen conjugirten m — 2 
Transversalen fallen sämmtlich auf G^ und die der A^ conjugirte liegt 
auf dieser, wie zuvor; liegt endlich P nach beliebiger Richtung in der 
Geraden &«, so sind eben so alle m — 1 Durchmesser nach dieser Rieh-- 
tung parallel und die ihnen conjugirten Transversalen fallen alle aufG^. 

c. Da die Basis C'^ von der m (m — 1 )**'*'' Classe ist, so hat sie mit 
der Curve D*""* im Ganzen «»(m — 1) X (m — 1) Tangenten gemein, d. b. „Die 
Basis wird, im Allgemeinen, von m(m — l)(m— 1) ihrer Durchmesser be^ 
rührt;'* zu diesen besondern Durchmessern gehören namentlich die tu Asymp- 
toten A^, deren BerOhrungspuncte a» auf G^ liegen; die m^(m — 2) Übrigen 

11» 
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sollen durch Z>o und ihre Berührungspuncte mit der Basis durch d) bezeichnet 
werden. 

II. a. y^Wird eine beliehige Transversale S um irgend einen in 
ihr liegenden Pol P hernmbewegt , so beschreibt ihr Schwerpunct A eine 
Curve m'*'" Grads, A"*, und 2 (wi—1 )'''"' Classe, toelche den Pol zum 
(m — i) fachen Punct und in demselben diejenigen r/i — 1 Transversalen, 
von denen er der Schwerpunct ist (I. J.) , zu Tangenten hat, und deren 
m Asymptoten 31« beziehlich den m A^ der Basis C"* parallel sind, und 
zwar sind die beiden vollständigen mseil, m%^ und mA,, ähnlich und 
ähnlichliegend, haben den Pol P zum Ähnlichkeit spunct und ihre homologen 
Dimensionen verhalten sich wie 1 : m." Somit haben alle solche Cur^ 
ven A"*, welchen Polen P sie entsprechen mögen, congruente Asymptoten-- 
mseit, m3l«; und denkt man sich, nebst der gegebenen Basis C"", beUe- 
bige andere Curven C^^ C^^ ..., welche mit ihr die m A^ gemein haben, 
so muß jedem Pol P, in Rücksicht aller dieser Curven, eine und dieselbe 
Curve A"* entsprechen, und eben so haben dieselben alle Durchmesser D 
und deren Enveloppe D*^'^ gemein. Unter den Curven C}^, . . ., welche 
mit C"' die m Asymptoten A^ gemein haben, giebt es insbesondere eine 
solche, etwa C,r> welche den Pol P zum {m — \) fachen Punct hat, und 
zwar hat dieselbe in diesem Puncte mit der Curve A''' die genannten 
m — 1 Tangenten gemein, so dafs ihre respectiven Zweige einander da^- 
selbst berühren, oder mit einem Worte: die Curven C^ und A'^ sind 
ähnlich und ähnlichliegend, haben P zum Ahnlichkeitspunct und ihre ent^ 
sprechenden Ditnensionen verhalten sich, wie m:i. — Denkt man sich den 
Pol P nach irgend einer Richlnng ins Unendliche versetzt, so zerfällt die 
Curve A'" in den der Richtung conjugirlen Durchmesser D und in einen an- 
dern Theil, welcher ganz im Unendlichen liegt. 

b. Da die Orlscurve ^'^ durch die im Unendlichen, in G^^^ liegenden 
m Puncte a^ der Basis C*^ geht (vermöge der Parallelitdt der Asymptoten), 
so müssen die übrigen m{m — 1) gemeinschaftlichen Puncte, etwa Ai. beider 
Curven in einer Curve (m — !)•*•" Grads, Ai''\ liegen. Oder: „Durch jeden 
Pol P gehen je m(w — 1) solche besondere Transversalen Si(=S), deren 
Schwerpuncte Ai in der Basis selbst liegen, und zwar ilire Schnitte mit 
irgend einer Curve (w — 1}*''" Grads, A'C"^, sind." Liegt der Pol P 
in der Basis selbst, so wird diese in demselben von der Curve Ai"^ 
{m—i)puncfig berührt; die Berührung wird m punct ig, wenn eine jener 
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m — 1 Transversalen 9 welche P zum Schwerpunct haben, auf die Tangente 
der Basis in P fällt, was jedoch nur für eine bestimmte Zahl (nämlich für 
m{m — 1}^) Pole eintreten kann. Versetzt man den Pol P nach irgend einer 
Richtung ins Unendliche, so bleiben von den m{m—\) Transversalen Si nur 
noch m wahrnehmbar; sie gehen nach derselben Richtung parallel und ilire 
m Schwerpuncte Ai liegen in dem der Richtung conjugirten Durchmesser D 
und sind dessen Schnitte mit der Basis; die m{m — 2) übrigen Trans'- 
versalen Si fallen auf die Gerade G^ und ihre Schwerpuncte liegen zu 
je m — 2 in den m Puncten a^c der Basis, so dafs also in diesem Falle 
die Curve Aj""^ aus />-|-(m— 2)6?« besteht. — Bei dem besondern Falle, in 
welchem sich die vorgenannten beiden Curven Cp und A*^ befinden (a.)) '^^'~ 
gen ihre m(m — 1) gemeinschaftlichen Puncle ^i sämmtlich im PolP^ und die 
Curve A^"^ zerfflllt in ihre m — 1 BerQhrungslangenten in demselben. 

Wenn insbesondere die Curve A'^ die Basis C'^ in irgend einem 
Puncle berührt y so berührt auch die zugehörige Curve A^''^ im näm-- 
liehen Puncle. 

c. Bewegt sich der Pol P in irgend einer festen Geraden G, so bilden 
die ihm, in Bezug auf die gegebene Basis C'^, in obigem Sinne (a.) ent- 
sprechenden Curven A*^ eine solche Curven -Schaar S^A'^)^ welche, aufser 
den m Puncten n« der Basis, auch noch den Schwerpunct, etwa A^^ der 
Geraden G gemein haben, und welche nebstdem die ganze Ebene dergestalt 
durchziehen, dafs durch jeden beliebigen Punct ^, im Allgemeinen, je m — i 
derselben gehen, und dafs die Basis in jedem ihrer m Puncte a« von je einer 
derselben zweipunctig, in ihren m Schnitten mit der Geraden G aber von je 
einer derselben {m — l)punctig und auftserdew noch von m{m^ — 3) derselben 
in je einem andern Puncte berührt wird. „Zudem haben die S(A"') die 
obige Curve D'""^ { L A.) sur gemeinsamen Enveloppe , und zwar wird 
diese von jeder Curve A'", im Allgemeinen ^ in 2 m — 3 verschiedenen 
Puncten berührt; insbesondere giebl es unter denselben 4(//i — 2) solche, 
welche die Curve D'""^ in irgend einem Puncte vierpunctig (also nebst" 
dem nur noch in 2 m — b Puncten) berühren.^' „Ferner ist diese Schaar 
Curven S^A"") so beschaffen, dafs irgend eine gegebene Curve q^'^" Grads 
von y(y-|-l)(^'» — 1) derselben berührt wird;'^ also wird insbesondere jede 
gegebene Gerade von je 2 [m — i) derselben beröhrl. *) 

*) Bewegt sich der Pol P, statt in der Geraden G, in irgend einer Curve 
n**" Grads G", so hat die ihm entsprechende Curven^Schaur S{A'^) folgende Eigen-- 
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Beachtet man, während der Pol P sich in der Geraden G bewegt, die 
je m— 1 Transversalen, von welchen er der Schwerpunct ist (LA.)^ ^^ **"d 
dieselben zusammen alle Transversalen, deren Schwerpancte In G liegen; 
wird jede derselben durch S^ bezeichnet, so hat man den Satz: 

„Der Ort aller Transversalen S^, deren ScAwerpunele A in irgend 
einer gegebenen Geraden G liegen, ist eine Curve m^^'^ Classe S^ und 
2(ifi — 1)'*'" Grads, welche die Gerade G^ zur (m — i) fachen Tangente 
hat, und welche namentlich die Asymptoten A„ der Basis, so wie auch 
die Gerade G, und zwar diese in ihrem Schwerpuncte Ag berührt.^'' 

Dieser und der obige erste Satz (a.) sind gewissermafsen einander 
entgegenstehend. Durch Hölfe derselben folgen leicht alle nachstehenden SStze. 

III. a. „Soll die durch die feste Basis C"" gezogene Transoer^ 
sale S irgend eine andere gegebene Curve n*"^ Classe K" berühren, so 
ist der Ort ihres Schwerpuncte A eine Curve mn^'" Grads, A'^", welche 
die m Puncfe a« der Basis zu nfachen Puncten und daher mit Jeder A^ 
der Basis je n parallele Asymptoten %^ hat, welche den, nach gleicher 
Richtung gehenden n Tangenten T der Basis in der Art entsprechen, dafs 
die Abstände je zweier zusammengehörigen % und T von A^ sich ver^ 
halten wie nt — 1 :m/' 

b. „Soll der Schwerpunct A der Transversale S in irgend einer 
gegebenen Curve n^^" Grads G" liegen, so ist ihr Ort eine Curve mvf^^ Classe 
Ä*"" und n(n~l)(m— l)-f 2ii(m— l) = (»i— l)n(ii-f 1/'" Grads, welche 
die m Asymptoten A^ der Basis zu nfachen und die Gerade G^ zur 



Schäften: 1^. Sie haben die m Puncfe n. der Basis gemein. 2^ Durch jeden Punct P 
der Ebene gehen, im Allgemeinen, n(m — i) Curven A^. 3°, Die Basis C*" wird in 
jedem der m Puncfe a« von n derselben einfach, in ihren mn SchniUen mit der 
Curve G" von je einer derselben (m — l)punctig und aufserdem von iim(m* — 3) rfi»r- 
selben in andern bestimmfen Puncten einfach berührt. 4^ Irgend eine gegebene 
Curve q^^" Grads Q^ wird, im Allgemeinen, von nq{q'\'i)(m — 1) Curven A*^ 6ir- 
riihrt 5^. Die Enveloppe der S(A'") bestehf im Ganzen: a) aus den m Puncten a^; 
ß) aus der Curve /)*"•"* und zwar wird diese, wie oben, von jeder A*^ in 2m — 3 
Puncten berührt, insbesondere giebt es 4n(m — 2) solche Curven A'^, welche diC" 
selbe in irgend einem Puncfe vierpunctig berühren; y) aus der (m — l)(m — 2) fachen 
gegebetien Curve G"; und endlich d) aus einer bestimmten Curve mh'^" Grads, die 
jedoch von jeder Cwve A'^, im Allgemeinen, in nur einem Punote berührt wird. 

Bewegt sich der Pol P in der Basis C'^ selbst, so wird diese (abgesehen davon, 
dafs sie im jedesmaligen Pol von den zugehörigen Curven A*^ und A*^"^ (6.) schon 
(m — i)puncti^ berührt wird, aufserdem) von m{ni* — m* — m — 1) Curven A*^ Qund zu^- 
gehörigen A^"^') berührt, und zwar wird sie von m{m — 1)* derselben im jedes^ 
maligen Pol selbst (also mpunctig), dagegen von m{m — 2)(m*-f 1) derselben in 
andern bestimmfett Puncten berührt. 
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n{fn — \) fachen Tangente hat; ihre n{m — 1) Berührungspuncle mit der 
letztern sind durch die conjugirten Richtungen derjenigen n mal m — 1 
Durchmesser D der Basis bestimmt, welche beziehlich den n Asymptoten 
der gegebenen Curve 6r* parallel sind; ihre /»(#i— l)(iw — 1) geradlinigen 
Asymptoten %^ aber haben die conjugirten Richtungen derjenigen Durchr- 
messer der Basis, welche die Curve G" berühren, und gehen beziehlich 
durch deren Berührungspuncte , so dafs eis dadurch vollkommen be^ 
stimmt sind.'*'' 

IV. nDer Ort derjenigen Transversale S^^ deren Schwerpunct Ay 
in der Basis C"* selbst liegt (II. 6.), also mit einem ihrer m Schnitte a, 
der Ol heifsen soU, zusammenfällt, ist eine Curve m{m — 1)**"" Classe 
gm(m^i) und mim^—Sy" Grads, welche die Gerade G^ zur m^m-- 2) fachen 
Tangente und mit der Basis deren m Asymptoten A^ getnein, jedoch die^' 
selben zugleich zu {m — i) fachen Tangenten hat, und welche nebstdem 
die Basis in n^ [m — 2) bestimmten andern Puncten berührt.^'' Ferner : 
„Die m{m — 2) Berührungspuncte der Curve S'^^'"'^^ mit der Geraden G^ 
werden durch die conjugirten Richtungen derjenigen Durchmesser der 
Basis angezeigt, welche, zu je m — 2, mit ihren m Asymptoten A^ parallel 
sind (Li); die m(m — 1)^ geradlinigen Asymptoten der erstem (worunter 
jene m A^ mit inbegriffen) gehen durch diejenigen Puncte ^o ^^^ Basis, 
in weichen diese von einzelnen ihrer Durchmesser Dq berührt wird (I. c), 
und zwar hat jede Asymptote die dem jedesmaligen Durchmesser confU- 
girte Richtung, so dafs sie bestimmt ist. 

Die Curve Ä'r^"-*> bat mit der Basis C'" im Ganzen 

aii(iii — 1) X m{m—l) 

Tangenten gemein; daraus könnte man scbliefsen, dafs die Basis eben soviele 
solcbe Taugenten, etwa jS", habe, deren Schwerpuncte A^^ in ihr selbst liegen: 
allein es verhält sich nicht genau so. Sondert man zunächst die m Asymp- 
toten Ag der Basis, wovon jede für m, also alle fflr m' gemeinschaftliche 
Tangenten zählen, ab, so bleiben noch 

solche gemeinschaflliche Tangenten Si flbrig, deren BerObrungspuncte, etwa Oiy 
mit der Basis nicht im Unendlichen liegen, und in RQcksicht dieser entsteht 
nun die Frage: Bei wievielen derselben fällt der Schwerpunct A^ mit 
dem Berührungspuncte a^^ und bei wievielen fällt er mit einem der m — 2 
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Schnille a, mit Hi, zusammen? Da im BerfihruDgspuncte a^ zwei der 
m Schnitte a vereinigt sind, so habe ich die Wabrscheinlichiceit beider FAlle 
nach dem Verhältnifs von 

2:m — 2 

angenommen,^) woraus sich ergiebt, dafs von den (m — 2)m^ Tangenten Si 
der Schwerpunct A^ 

(1.) 2(m — 2)i/i^ fnal in 1I2; und (2.) {m — 2fm^ mal in einem Oi 

liegen mu/s. Wenn aber der Schwerpunct A^ im BerQhrungspunct 02 Hegt, 
so mufs die Curve S'"^'^"^^ daselbst nothwendig die Si und somit auch 
die Basis C"* berühren, so dars also S^ in diesem Falle (als BerOhrungs- 
Tangente) für zwei gemeinschaftliche Tangenten zählt, im Sinne von $.17. 
eine S2 ist, und folglich der Schwerpunct A^ nur halb so oft , als eben 
angegeben worden (i.)? ^f^^ ^^^ 

(1*.) (m — 2)m^ mal in a^ 
fällt. Danach reduciren sich die {m — 2)m^ Tangenten 82 auf 

(iw — 2)(//i-l)m' 
und mit diesen verhalt es sich so: 

„Die gegebene Basis C"" hat, im Allgemeinen, aufser den Asymp-- 
toten : 

a) (r/t — 2) m^ solche Tangenten, deren Schwerpunct Ai mit dem Bc" 

rührungspunct 02 zusammenfällt; und 
Ä) {tn—2fm^ solche Tangenten, deren Schwerpunct A^ in einem 
ihrer m — 2 Schnitte a, in Hj, liegt.^' *^') 

Übrigens verhält es sich mit den m Asymptoten A, eben so. Da jede A^ 
für m gemeinschaftliche Tangenten zählt, so mflssen auch m Schwerpuncte Ai 
in ihr und zugleich in der Basis C^ liegen; und zwar vertheilen sich die- 
selben nach dem Verhältnifs von 2:m — 2, nämlich 2 sind im BerQhrungs- 
puncte 02 (=^00) vereinigt, woselbst sich zugleich die beiden Curven be- 
rflhren, und die m — 2 andern fallen in die »1 — 2 Schnitte a von A^ und C'". 



*) Einen strengen Beweis für die Richtigkeit oder Unrichtigkeit dieser Annahme 
überlasse icji Andern. Für m = 3 und m=:4, d. h. für die Basen C^ und €\ stimmt 
die Annahme mit der Wahrheit überein. 

♦♦) Wahrscheinlich können durch die m*(m — 2) Puncte a, Curven f»(m — 2)**" Grads 
gehen; und alsdann gehen auch durch die (m — 2)*m' Puncte «, Curven (m — 2)'m^^" Grads. 
Für die Ba^en 3*«" und 4^«" Grads ist es der Fall. 
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Somit findet für die gesammten m{m — \)»m{m — \) Gemeinschaft'- 

liehen Tangenten S^ dieselbe ReducHon und Vertheilung statt; nämlich 

sie reduciren sich auf 

m{m—l)\ 

und von diesen liegt der Schwerpunct Ä^ 
(a.) m{m — \f mal in «2; wnrf (/?.) m{m — 2){m — \f mal in a^. 
Hierbei, und mehr noch oben (I. ft.), stellt sich fQr die Asymptote ^1^ 
das Eigeulhumliche heraus, dafs ihr Schwerpunct, d. h. der Schwerpunct ihrer 
m gemeinschaftlichen Puncte a mit der Basis C'^, unbestimmt ist, in ihr liegen 
kann, wo man will; wogegen bei jeder mit A^ parallelen Transversale iS der 
Schwerpunct bestimmt, nämlich im Unendlichen, in a^ liegt. Dijes erklärt sich 
einfach aus dem Umstände, dafs man sich bei A^t die zwei in ihrem Beruh- 
rungspuncle a^ vereinigten Puncte, etwa a« und n^, nach entgegengesetzten 
Richtungen im Unendlichen denken kann, wobei sodann jeder beliebige Punct 
in A^ als in der Mitte zwischen ihnen liegend, also als ihr Schwerpunct an- 
zusehen ist, was somit auch den Schwerpunct aller m Puncte a unbestimmt 
macht. Eben so ist der Schwerpunct der Asymptote A^ bestimmt, oder un-- 
bestimmt, wenn sie die Basis im Puncte n» bezieblich dreipunctig oder vier^ 
punctig berührt. 

V. Der Ort der Schwerpuncle Ao aller Tangenten So der Basis C'*, 
dieselben als Transversalen S angesehen, ist eine Curve m{m^ — m — 1/'"* 
Grads, jK"»*-'"-o^ welche die m Puncte a^ der Basis zu {m^—m — \) fachen 
Puncten hat, und zwar mit dem einen Zwüge daselbst die Basis berührt, 
dagegen mit den m^ — m—2 i^brigen schneidet, und welche ferner die 
Basis in den nämlichen vorgenannten (m — 2) m^ Puncten a^ berührt und 
in den (m— 2fm^ Puncten a^ schneidet (IV.). Danach hat die Ortscurve 
mit der Basis deren m Asymptoten A, gemein, aber mit jeder A, noch 
m^ — m — 2 andere Asymptoten 21« parallel, welche den mit derselben A„ 
parallelen m^ — m — 2 Tangenten T der Basis so entsprechen , dafs die 
Absfände der zusammengehörigen %^ und T von A^ sich* verhalten wie 
m — 1 :iw.'' 

VI. „Der Ort der Schwerpuncle A^ aller Durchmesser D der 
gegebenen Basis C"", dieselben als S angesehen, ist (aufser den Asymptoten 
der Basis) eine Curve »i(jw— 2)'*" Grads, A'a^^^^^, welche die m Puncte o» 
der Basis zu {m—2) fachen Puncten und daher mit jeder A, der letztern 

je m — 2 parallele Asymptoten ^, hat, die den mit derselben A^ parallelen 

Crelle*8 Journal f. d. M. Bd. XLVII. Heft 1. 12 



90 S- Si einetß algeb, Curven, welche Miiielp, haben, u. Eigens, allgem. algeb. Curven. 

m — 2 Durchmessern D (I. 6.) in der Art entsprechen, dafs die Abslände 
der zusammengehörigen %, und D von A, sich verhalten, wie m — \ :m; 
und welche ferner die Enveloppe aller Durchmesser, die Curve Z?*""^ in 
denselben Puncten a^ berührt, in welchen diese von den m Asymptoten A^ 
der Basis berührt wird (Li.)-'' ^^^ m{m — 2) X m gemeiDscbaftlichen 
PoDcte der Carven A^^'^^^^ and C*" sind die Schwerponcte A^ eben so vieler 
Dnrchmesser der letztern; und da m{m — 2) derselben in die m Puncte n« fal- 
len, so zeigen die m{m — l)(m — 2) übrigen die Zahl derjenigen Durchmesser 
an, deren Scbwerpuncte in der Basis, aber nicht im Unendlichen liegen. Das- 
selbe Resultat ergiebt sich auch, wenn man die m{m — 1)^ gemeinschaftlichen 
Tangenten der Curven Ä"^'""^^ (IV,) und fl*""* berOcksichtigt; denn werden 
von diesen die (m — l)fach gezählten Asymptoten A^ weggelassen, so sind die 
m(m— l)(m — 2) übrigen gerade die genannten Durchmesser. Also: 

„Die gegebene Basis C*" hat, im Allgemeinen, m(fn—i){m — 2) 
solche Durchmesser, deren Schwer puncte in ihr selbst, aber weht im 
Unendlichen liegen, und durch diese Schwerpuncte können Curven 
(m— l)(m — 2/'" Grads gehend 

In Betracht der Durchmesser D und ihrer Enveloppe D'^"^ ist noch 
der folgende Satz hinzuzufflgen : 

„Wird durch denjenigen Panel o^, in welchem Jeder Durchmesser D 
der Basis C'^ die Enveloppe D '^"^ berührt, die dem Durchmesser conjugirte 
Transversale ® (=Ä) gezogen, so ist ihr Ort eine Curve (2iw— S/**^ Classe, 
©^'"-^ und 4(^ — 2/*" Grads, welche die Gerade G^ zur 2 {m-- 2) fachen 
Tangente hat und namentlich auch die m Asymptoten der Basis berührt.''^ 

YII. Werden die vorstehenden Sfltze auf die einfachsten Basen, C 
und C^ bezogen, so ergeben sich noch viele Folgerungen aus denselben; wie 
z. B. die nachstehenden. 

a. Für die Basis C^ sind die meisten Sätze bereits schon oben (§. 15.) 
unter anderem Gesichtspuncte betrachtet worden; hier soll nur noch Einiges 
bemerkt werden. Nach (IV.) soll die Ortscurve «f die Basis C in (3 —2)3' = 9 
Puncten f/2 berOhren, welche zugleich die Schwerpuncte Ai der zugehörigen 
Tangenten S^ sind; und ferner soll von (3 — 2)'*3' = 9 andern Tangenten 
Sf der Schwerpunct A^ zugleich im (einzigen) Schnittpuncte <?i derselben 
liegen. Diese 2 mal 9 Tangenten S^ reduciren sich aber auf die 9 Wende- 
tangenten SB der C^, so dafs in jedem Wendepunct w ein 1I2 und ein Hi zu- 
gleich liegen (vergl. §. 15. IL 2.). — Nach (V.) ist der Ort der Schwer- 
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puncte An aller Tangenten Sq eine Curve 16^*" Grads A^^ welche die drei 
Puncte tf« der Basis C^ in fünffachen Poncten hat und daselbst mit je einem 
Zweige die Basis berflhrt, so dafs sie mit dieser daselbst 18 Puncte gemein 
hat und sie nebsidem in ihren 9n9 dreipunctig berührt, also mit ihr die 9 SB 
gemein hat Der Schwerpnnct Aq jeder Tangente Sq liegt im ersten Drittels- 
Punct vom Berührungspuncte aus. Die Mitte jeder Tangente So heifse M. 
Der Ort aller M ist Wenfalls eine Curve 15*^" Grads M^\ welche 
die 3 Puncte a^ zu fünffachen Puncten hat, mit dem einen Zweite 
daselbst die C^ berührt und mit dieser nebstdem die 9n9 und zuge-- 
hörigen 9 SB gemein hat. Daher folgt: In der Ebene einer Curve 
3^^" Grads C^ giebt es, im Allgemeinen, 190 solche Puncte P (au/ier 
den 3a« und 9xt), wovon jeder Aq und M zugleich, d. h. der Drittels^ 
oder Schwerpunct einer und die Mitte einer andern Tangente zu-- 
gleich ist. — Nach (VI.) ist der Ort der Schwerpuncte A^ aller Durch- 
messer D eine Curve 3'^" Grads A\, welche mit C^ parallele Asymptoten hat; 
daher sind die Asymptoten-Dreiecke, 3$l« und 3A^, beider Curven Ähnlich und 

ähnlichliegend , und zwar haben sie den Schwerpunct gemein , somit sii- 

*• 

gleich zum Ahnlichkeitspuncl , und zudem verhalten sich ihre entsprechen^ 
den Seiten, wie 1:3; und ferner berührt die Curve A\ die Seiten des 
Asymptoten-- Dreiecks der Basis in ihren Mitten a^ und hat ihre eigenen 
Asymptoten zugleich zu . JVendetangenten. U. s. w« 

b. Bei der Basis C* kann, unter andern, Folgendes hervorgehoben 
werden. Nach (IV.) ist der Ort aller S-^ deren Schwerpuncte Ai in C^ 
selbst liegen, eine Curve 12^' Classe Sl'^ und 52**^" Grads, welche mit der 
Basis, aufser deren Asymptoten, (4 — 2)4^ = 128 Tangenten Si gemein hat, 
aber von denen 32 Paare zusammenfallen, nur 32 Tangenten Sf bilden, bei 
welchen der Schwerpunct Ai im Berührungspuncte ^2 H^g^ und über welche 
das Weitere bereits oben (§.17.) steht; wogegen bei den (4 — 2/'4^ = 64 
übrigen Si der Schwerpunct Ai sich in einem der zwei Schnitte a, oder tfi, 
befindet. Bezeichnet man den Berührungspunct jeder der letztern Tangenten 
durch a und die zwei Schnitte durch ß und j^, und nimmt an, der Schwer- 
punct Ai liege in ß: so mufs ß zwischen a und / liegen, und zwar mufs 
die Strecke ßy=t2ßa sein. Also: Eine beliebige Curve 4^^ Grads C* 
hat, im Allgemeinen, 64 solche Tangenten, bei denen die beiden Schnitte 
ß und y auf gleicher Seite vom Berührungspuncte a liegen, und wobei 
der eine Schnitt gerade dreimal so weit vom Berührungspunct abliegt, 

12» 
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als der andere, ay = 3a/?/' Durch die 64 Puncfe a^ (oder ß) können 
Curven iö'"* Grads gehen. — Die Scbwerpunct6 A^ aller Tangenten S^ 
der C* liegen in einer Curve 44****" Grads (V.). Der Orl der Schwerpuncle 
A^ aller Darchmesser D ist eine Carve 8**" Grads A\, welche die 4 Puncle a^ 
und die drei Schnitte der drei Paar conjugirten Durchmesser der Basis ($. 17.) 
zu Doppelpuncten hat. Es giebt (aufser den AA^ 24 solche Durchmesser D, 
deren Schwerpuncte A^ in C* selbst liegen, und durch die 24 Aa können 
Curven 6**" Grads gehen (VI.). 

Bemerkung. Durch Projection erhalten die vorstehenden Sätze ein 
allgemeineres Ansehen; nämlich an die Stelle des betrachteten Schwerpunctes 
tritt ein „miltierer harmonischer Punct,^' welcher flbrigens auf die Art zu 
bestimmen ist, wie bereits Poncelet in seiner interessanten Abhandlung ,,sur 
les centres de moyennes harmoniques^^ (Bd. 3. S. 213 d. Journ.) gezeigt hat. 

§. 26. 

I. Die m Schnitte a, b, c, d, . . . . der Basis C*^ und irgend einer 
Transversalen jS^ begrenzen in der letztern ^m{m — 1) Strecken ab, ac,ad, ...., 
bc, bd, ...., cd, ....; die Mitte jeder Strecke beifse Q. Jede Strecke ist 
Hicksichtlich ihrer Mitte eine einfache Sehne, etwa s (statt S') (§.13.), und 
somit liegen in jeder Transversale S, im Allgemeinen, ^ 111(971 — 1) einfache 
Sehnen s, und eben soviele Mitten Q. Wenn insbesondere jS die Basis be- 
rührt, so liegt eine Mitte Q im BerOhrungspunct, etwa (ab)^ und m — 2 Paare 
fallen zusammen. Ist ferner insbesondere jS^ einer Asymptote A^ der Basis 
parallel, so hat man sich m — 1 Puncte Q als in a«, liegend zu denken; und 
fällt S auf A^, so liegen 2(m — 2) Puncte Q in n») ein anderer Punct Q 
aber, nämlich die Mitte der im Berfihrungspuncte a^ vereinigten zwei Puncle 
a und b, bleibt hierbei unbestimmt, er kann jeder beliebige Puoct in A^ sein 
(vergl. §. 25. IV.); die noch übrigen ^(m — 2)(m — 3) Puncte Q sind bestimmt, 
wie zuvor. Wird jS ins Unendliche versetzt, soll S=G^ sein, so sind die 
Puncte Q unbestimmt, weil die Richtung von G^ unbestimmt ist; sobald aber 
die Richtung von G^ festgestellt wird, so sind auch alle ^m{m — 1) Puncte Q 
bestimmt, nämlich durch Hülfe der m Asymptoten A, der Basis. Diese Un- 
bestimmtheit der Richtung von G^ bewirkt, dafs jeder nach irgend einer ge- 
gebenen Richtung in &« liegende Punct Q^ nach Belieben als die Mitte von 
jeder durch die Puncte a«, A», c«, d^, .... begrenzten \m{rn—i) Strecken 
angesehen werden kann. — Mit Bezug auf alle diese Umstände hat man fol- 
gende Sätze. 




8. St einer, algeb, Curven, welche Miiielp. haben, u.Eigens. allgem. algeb. Curven. 93 

II. a. „Wird die beliebige Transversale S sich seihst parallel 
bewejgfl, so beschreiben ihre ^m{m—i) Mitten Q insgesammt eine Curve 
^mim—iy" Grads, (^'"C"-^), und m{m—i){m—2)^'' Classe, welche 
^m(m— l)(»n — 2)(iw — 3) Doppelpuncte ft, so wie iii(m — 1), auch die 
Basis berührende, {m — 2) fache Tangenten hat, und deren Asymptoten 
31« beziehlich durch die ^m(m~- 1) gegenseitigen Schnitte der m Asymp- 
toten A^ der Basis gehen, und zu diesen mit der Richtung von S zuge^ 
ordnet harmonisch sind, so da/s, wenn etwa A^ und B^ zwei Asymptoten 
der Basis sind, welche dieselbe in a^ und b^ berühren und irgend eine 
der parallelen Transversalen S in a^ und b^ schneiden, dafs dann die 
aus dem Schnitte A^B^ durch die Mitte Qy der Strecke aib^ gezogene 
Gerade ^^ eine Asymptote der Ortscurve ist und sie in der Mitte Q^ 
der Strecke a^b^ berührt. Übrigens werden alle andere Tangenten der 
Ortscurve durch eine gleiche Constrnction erhalten. Denkt man sich in irgend 
zwei Schnitten, etwa a und b, von S und C"" die Tangenten A und B 
der letztern, so berührt die aus dem Schnitt AB durch die Mitte Q der 
Strecke ab gehende Gerade % die Ortscurve in Q. 

„Bewegt sich die Transversale S insbesondere einer Asymptote A^ 
der Basis parallel, so wird die Ortscurve um einen Grad niedriger, 
oder vielmehr so besteht sie aus der Asymptote A^ und aus einer Curve 
iiw(m— 1) — l=^(m-f l)(m— 2^* Grads, welche die A, zur (m^2)fachen 
Asymptote hat, und zwar dieselbe im Puncte a^ mit m — 2 Zweigen her- 
rührt, die somit einander daselbst ebenfalls berühren.'*'' 

b. „Giebt man der Transversale S nacheinander alle Richtungen, 
so entsteht eine Curven-^Schaar, SiO^""^*^"^^)^ welche die ganze Ebene so 
bedecken, dafs durch jeden Punct P, im Allgemeinen, je ^m{m — 1) der^ 
selben gehen.^' *) Während die Transversale Ä ihre Richtung ändert^ drehen 
sich die ^m{m—l) Asymptoten 21, der veränderlichen Curve ß*'"^'^-*> um 
die festen Schnittpuncte der m Asymptoten A„ der Basis und bilden eben 

*) Diejenigen Puncte P, durch welche eine Curve weniger geht, liegen iii der 
Enveloppefi« der Curven-Schaar, welche von jeder der letztern in {m'^im — l)*Puncten 
beröhrt wird. Woraus besieht diese Enveloppe E', oder welche Eigenschttfien hat 
dieselbe? — Besteht sie nicht aus zwei getrennten Theilen, nämlicii 1) aus dem Ort 
aUer Doppelpuncte Q^ der Curven-Schaar, etwa aus einer Curve x^^^ Grads Q%y und 
zwar diese doppelt genommen ; und 2) aus dem Ort der Mitten Op &ll®>' derjenigen ein- 
fachen Sehnen @ der Basis, welche die Beröhrungspuncte paralleler Tangenten der letztern 
verbinden (vergl. $. 15. IV. u. $.21. 1.), [welchen Ort Ich als vom m(m-|- l)(m — 2)**" 
Grad, also ßj('"+')(m-2) gefunden habe]? Demnach bestände die Enveloppe £* aus 
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soviele unter sich projectiviscbe Strahlenbflschei , welche (heils perspectivisch, 
theils schief liegen, also theils perspectivische Durchschnitte G haben und tbeils 
Kegelschnitte K^ erzeugen; ndmiicb jeder Strabibflschel ist mit 2(m — 2) an- 
dern perspectivisch und mit ^(m — 2)(m — 3) befindet er sich in schiefer 
Lage. Die genannten G und JS? haben unter sich ebenfalls mannichfallige 
Beziehungen, welche jedoch hier aufser Acht gelassen werden. 

IIL a. „Wird die Transversale S um einen in ihr beliebig jf er- 
wählten Pol P herumbewegt, so beschreiben die ^m(m — i) Mitten Q eine 
Curve m{m—i)'*"' Grads p-^'"-»> und {m—lfm^'^ Glosse, welche den PolP 
zum ^m(m—l) fachen Punct und nebstdem noch |iii(iii— l)(m— 2)(m— 3) 
Doppetpuncte Q^ hat, so wie ferner in jedem der m Punete a^ der 
Basis C'" sieh selbst (m— 1) mal berührt, so dafs sie nur m Asymptoten %^ 
hat, aber jede derselben (m—i)fach zu zählen ist, und zwar sind diese 
Asymptoten beziehlich den Asymptoten A^ der Basis parallel, und liegen 
halb so weit vom Pol ab, als diese, so dafs also die beiden Asymptoten^ 
mseit, m%t, und mA^, ähnlich sind, den Pol P zum Ahnlichkeitspunet 
haben und ihre entsprechenden Dimensionen sich verhalten, wie 1:2.^^ 
„Liegt der Pol P insbesondere in der Basis selbst, so zerfällt die Orts^ 
curve in zwei Theile 0"+ (?'"^*"~'^ Die Curve (?" ist der Basis ähnlich 
und mit ihr ähnlich liegend; beide berühren einander im Pol P, der ihr 
Ahnlichkeitspunet ist, und ihre entsprechenden Dimensionen verhalten sich, 
wie i :2; so dafs also ihre Asymptoten parallel sind und nach diesem 
Verhältnifs vom Pol abstehen. Die andere Curve Q^^'^"^^ hat den Pol 
zum ^{m'\-1i){m — 2) fachen Punct, so wie die m Asymptoten % der 
ersten Curve Q*^ zu (m — 2) fachen Asymptoten; und nebstdem hat sie 
noch i(3in-f l)(r/i — 2)(m — 3)(i/i — 4) Doppetpuncte ft" 

A. Soll die Ortscurve (?'"('"-*> durch^ irgend einen gegebenen Punct 
^ gehen und ihren Pol P in einer gegebenen Geraden G haben, so finden 
^m{m-^i) Lösungen statt. Oder: Bewegt sich der Pol P in einer festen 

20? +Ö7<'"+iK'"-2), und jede Curve p»'"(«-^) der obigen Schaar hätte iw(iii— l)(ifi— 2)(m— 3) 
Doppelpuncte Q^ in 0^, was för |m(m— l)(m— 2)(in— 3) Beruhrungen zählte, und so- 
mit mäfste der andere Theil, Öj*('"-»-i)("— *), von jeder Corve 0*«('"-^) in ^m(m— l)(2m— 3) 
Puncten beröhrt werden. 

För die Basis C bestände E' nur allein aus Ql^ ($. 15. IV.) und diese wörde von 
jeder Q* in 9 Puneten Q^ berührt. 

För die Basis C, wo Ol = Oi* CS- 17.), wäre E^ = 20l^-{^Oi% «nd jede Curve (?• 
bitte 3 Doppelpuncte 9, in Q\^ und berührte die Curre QV i" 30 Puneten Q.- 
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Geraden G, so ist die ihm entsprechende Curven-Schaar iS'((?'"^'""*^) so 
beschaffen, dafs durch jeden Punct ^ der Ebene, im Allgefneinen , je 
\m(jn—\) derselben gehen, und dafs jede gegebetie Gerade G von je 
m{w? — 3) derselben berührt wird. Die Enveioppe dieser Curven - Schaar 
enthAlt dieselben Bestandtheile, wie die vorige (II. b. Note)., aber aafserdeiQ 
noch verschiedene undere Theile. 

IV. Die in den vorstehenden Sätzen genannten Doppelpuncte Q2 
(IL a. n. III. a.) zeigen diejenigen Transversalen jS an, in welchen von den 
^m{fn—l) Strecken irgend zwei, etwa ad und bc, dieselbe Mitte Q2 haben, 
and somit, nach der frflheren Erklärung und Bezeichnung, eine durch den 
jedesmaligen Pol P gehende Doppelsehne S2 bilden. Daher: 

a. „Der Ort aller Doppelsehnen S^ einer gegebenen Curve m*^" 
Grads C" ist eine Curve |m(//i— l)(in— 2)(iii — 3/'" Classe 

.Cf|«(»n-l)(«-a)(»"-73) 
^2 ' 

welche die Gerade G^ zur ^m(m — 1)(m— 2)(in — S) fachen, so wie auch 
jede Asymptote der Basis zur vielfachen Tangente hat, *) und welche 
namentlich auch die | m (m — 2) (1/1^ — 9) Doppeltangenten der Basis be^- 
rührt.'' Die Richtungen, nach welchen die |m(f/i — l)(m — 2)(»i — 3) Be- 
rfihrungspuncte der Ortscurve und der Geraden &« Hegen, werden erhalten, 
wenn man zu je 4 der m Asymptoten A^ der Basis C'^ gleicherweise drei 
Paar harmonische Strahlen X und JTi, Y und F^, Z und Z^ construirt, 
wie oben zu den iA, der Basis O (§.17. S. 48). Durch jeden beliebigen 
Pol P gehen, im Allgemeinen, f r/i(wi — l)(iii — 2)(r/i — 3) Doppelsehnen Äa; 
liegt der Pol in G^, so sind nur noch ein Drittel derselben wahrnehmbar, 
indem die übrigen auf G^ fallen. Liegt der Pol P irgendwo in der Basis, 
so ist er selbst ein Endpunct, etwa a, von ^(2m-{- !)(»* — 2)(m — 3) 
Doppelsehnen, deren Mitten Q^ in der obigen Ortscurve Q'^ liegen (III. «r.), 
so wie auch in einer andern Curve (m — l)(f/i — 3/'" Grads, welche die 
Q'^ im Pol ^(m'\-2){m — S)punclig berührt. 

b. ,yDer Ort der Mitten Q^ aller Doppelsehnen S^ der gegebenen 
C" ist eine Curve im(wi-|-l)(r/i — 2)(iii — 3)'^" Grads 

/^••(m+l)(m-.2)(»n-3) 



*) Zu wievielfachen Tangenten hat sie jede Asymptote Ag der Basis? Etwa zu 
(m— 2) (m— 3) fachen? und berührt sie jede i(m— 2)(fii-— 3) mal im Puncte a., so dafs 
sie dieselbe zugleich zur \(m — 2)(m — 3) fachen Asymptote hat, und nebstdem in eben 
soTielen, nicht im Unendlichen liegenden Puncten berührt? 
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welche die Asymptoten A^ der Basis zu melfachen [^{m—2){m—Z)fachen?'\ 
Asymptoten hat, und die Gerade G^ nebstdem in denselben Puncten schnei^ 
det, in denen diese von der Ortscurve der S2 berührt wird, und welche 
ferner insbesondere auch durch die Mitten der Doppettangenten der 
Basis geht.'''' 

Liegt von den |m(m — 1) Mitten Q einer Transversale jS' irgend eine, 
die Qi iieifsen soll, in der Basis selbst (ohne dafs die zugehörige Strecke = 
ist), z. B. liegt die Mitte Qi der Strecice ac im Schnitt b, und wird dabei, 
wie früher (§.15. II.)) die Transversale oder die einfache Sehne ac durch iSx 
bezeichnet, so ergiebt sich durch die obigen Satze ferner leicht der folgende Satz. 

c. „Der Ort aller einfachen Sehnen Si der gegebenen Basis C'^, 
deren Mitten Qi in der Basis selbst liegen, ist eine Curve m(iii— l)(m— 2/''' 
Classe 

Sw(fn— l)(m— 2) 
X 1 

welche die Gerade G^ zur \m{m — \) {m — 2) fachen Tangente, so wie 
auch die m Asymptoten A^ der Basis zu 2 {m— 2) fachen Tangenten und zu 
{m— 2) fachen Asymptoten hat, und welche die Basis in ihren 3iii(m — 2) 
Wendepuncten berührt.^'' Die Richtungen, nach welchen die BerQhrungs- 
puncte dieser Curve und der Geraden G^ liegen, sind gleicherweise durch 
die Asymptoten der Basis bestimmt, wie früher bei der Basis C^ (§. 15. II. 5.); 
nämlich die in jedem durch irgend drei Asymptoten der Basis C'" gebildeten 
Dreieck aus den Ecken durch die Mitten der Gegenseiten gezogenen drei 
Strahlen sind nach drei jener Berührungspuncte gerichtet. Eben so ist der 
Berührungspunct , s, jeder Sehne «S^ mit der Ortscurve, hier auch durch die- 
selbe einfache Construction zu finden, wie dort (§. 15. II. 7.). — Durch jeden 
beliebigen Pol P gehen m{m — l)(f/i— 2) Sehnen Ä^: ihre m{m—l){m — 2) 
Mitten Qi liegen allemal in irgend einer Curve (m — l)(m — 2/'" Grads 
lp(m-i)(»n-2) lj\eg{ der Pol P in der Basis selbst, so ist er einerseits die 
Mitte b= Qi von i (iw -f 1 ) C*^* — 2} Sehnen ac = «S^, und andererseits 
ein Endpunct a von (m-f 1)(^ — 2) andern Sehnen Sii die (m-f l)(w — 2) 
Mitten der letztern liegen in der obigen Curve Q*^ (III. n.) , welche die 
Basis in P berührt. Liegt ferner der Pol P im Unendlichen, in G^^ so sind 
nur noch ^m{m — l)(i7i — 2) Sehnen Si wahrnehmbar (indem eben soviele 
auf Coo fallen), und durch ihre Mitten ft können Curven 0|<«-^)('"-2) 
gehen. Bewegt sich P in der Geraden G^^ so entsteht eine Curven - Schaar 
^((^(»«-iKm-i)^ g^ ^ß ^^g ^i^^^r Curven die Basis berü/trt, wobei zwei 



I 
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der genannten Sehnen 8^ in eine, S[^ zusammenfallen , ist diese eine 
Asymptote der Curve jS^«('"-»)(«-2) ^^^ berührt sie im entsprechenden 
Pol P; zudem hat jede solche Sehne S^ die Eigenschaft, dafs die in ihren 
Endpuncten a, c und in ihrer Mille b an die Basis gelegten Tangenten 
A, C und B sich in irgend einem Puncte ^ treffen. — 1) Welche En- 
veloppe hat die Curven-^Schaar Ä(0}^'"-''>^'"-'>)? 2) Von welchem Grad 
ist die Curve fif -c—iKm-^) ^ 

V. Es folgt weiter: 

a. „Der Ort aller Transversalen S in Bezug auf die gegebene 
Basis C'^, welche eine ihrer Mitten Q in einer gegebenen Geraden G 
haben, oder schlechthin, der Ort aller einfachen Sehnen ab^=S, deren 
Mitten in der gegebenen Geraden G liegen, ist eine Curve «1(1/1—1)**"* 
Classe 

und »1(1»* — 3/'" Grads, welche die Geraden G und G^ zu |m(»i — 1)- 
fachen Tangenten, so wie zudem noch :}^m(fii-f l)(»i — 2)(fii — 3) Doppel-- 
tangenten haf, und welche insbesondere auch die m Asymptoten der Basis 
nebst deren m Tangenten in ihren Schnitten mit G, so wie ferner auch 
die Basis selbst in m{m-\-2){m — 2) bestimmten Puncten berührt.'^ Nämlich 
die genannten Doppeltangenten bestehen aus denjenigen Doppelsehnen S% 
der Basis, deren Mitten Q^ in G liegen, und die Orlscurve berührt die 
Basis in den Berührungspuncten a^ aller derjenigen Tangenten ^Sehnen 
^^ (§• 21. 1.), welche ihre Mitte gleichfalls in G haben. Die Ortscurve 
berührt die Gerade G in \ m {m — 1 ) Puncten und schneidet sie also noch 
in m{m-\'\){tn—2) andern Puncten Q^^: ihre Tangenten in diesen Puncten 
Qo sind solche besondere Sehnen ab=z@ (=z S), in deren Endpuncten a, b 
die Tangenten A, B an die Basis parallel sind und sich in einem Puncte 
auf G^ treffen; und gleicherweise sind die Tangenten der Ortscurve in 
ihren m{m'{-i){m—2) Schnitten tnit der Geraden 6?«, (^eo ihre gerad-- 
Gnigen Asymptoten, solche Sehnen ab, in deren Endpuncten die Tan-- 
genten an die JBasis sich auf der Geraden G treffen, so dafs also in 
diesem Betracht zwischen G und G^ Reciprodtät statt findet. 

b. „Der Ort aller derjenigen Transversalen S der gegebenen 
Basis C'^, welche eine ihrer Mitten Q in einer gegebenen Curve n*^" Grads 
G" haben, ist eine Curve nm{m—\Y''' Classe, welche die Gerade G^ 
zur ^ nm {jm — 1 ) fachen Tangente hat, und von welcher ferner angegeben 
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werden kann, wieviele Doppeltangenten sie habe, wie oft sie die Curven 
C*" und G" berühre, u. s. w.^' 

c. „Der Ort der \m{tn—\) Mitten Q derjenigen Tansversale S 
der Basis C'^, welche eine gegebene Curve n*"* Classe K" berührt, ist 
eine Curve nm{m — 1)*^'" Grads, welche mit jeder der m Asymptoten der 
Basis n parallele aber zugleich (m — i) fache Asymptoten hat, u. s. lo/' 

d. „Der Ort der T^iilten Q^ aller solchen anfachen Sehnen ab=(B 
der Basis C"", in deren Endpunclen a, b die Tangenten A, B parallel 
sind, oder der Ort desjenigen Pols Qq^ dessen innere Polare J"*"""* die 
Basis in irgend zwei Puncten a, b berührt (§. 21. I.), ist eine Curve 

in(f/i-r l)(i» — 2/'" Grads 

Öw(m+l)(m-2) 
i) 9 

welche die Basis in ihren 3m (m — 2) Wendepuncten berührt und ihre 
m Puncte a^ zu (jn-\\){m-- 2) fachen Puncten^ also mit jeder A^ der 
Basis eben soviele parallele Asymptoten hat, die beziehlich in der Mitte 
zwischen A^ und den mit ihr parallelen Tangenten der Basis liegend 

Demzarolge giebt es. im Allgemeinen, m{m — 2}(m^-~7) solche Sehnen 3, 
welche ihre Mitte ^o in der Basis selbst, aber weder in einem der Puncte n», 
noch in einem Wendepunct derselben haben. (Fflr //i = 3 kommt 6® oder 600^ 
wie §. 15. IV.) Hier entsteht die Frage: Welches ist der Ort, ©', aller 
Sehnen ®? *) Der BerQhrnngspanct jeder Sehne @ mit der Ortscarve @* 
ist übrigens durch dieselbe einfache Bedingung bestimmt, wie oben (§. 15. IV.) 
bei der Basis C^ 

VI. Der Ort der Mitten Q aller Transversalen S, welche die Basis C*" 
berflhren, also aller Tangenten der letztern , zerfällt in drei Theile, wovon der 
eine die Basis selbst ist und nur die im BerOhrungspunct, etwa o;,, liegende 
^ne Mitte enthält; dagegen enthält ein anderer Theil die Mitten, etwa T» 
(statt Q\ derjenigen i/i — 2 Strecken, welche zwischen dem BerOhrungspunct Hu 
und den m — 2 Schnitten b, c, d, .... liegen (wobei eigentlich in jedem T^ 
ein Paar Q vereint sind (I.)) ; und der dritte Theil enthält die Mitten T (= 0) 
der von diesen m — 2 Schnitten begrenzten Strecken. Somit liegen in jeder 
Tangente m — 2 Mitten l', und |(f/i — 2)(r/i — 3) Mitten T; ihre respectiven 
Örter aber sind folg&nde. 



*) Bei einem Versuch, diesen Ort zu bestimmen, fand ich ^= im(iw— l)(2m — 3). 



2. Steinet', algeb, Curven, welche Mitielp, haben, u. Eigens, allgem. algeb. Curven. 99 

a. „Der Ort der Mitten Tu rücksichtlich aller Tangenten der 
gegebenen Basis C"* ist eine Curve m(m-f 2)(m— 2/''* Grads 

^in(m»— 4) 

welche die m Puncte a^ der Basis zu m(m — \) fachen Puncten und jede 
A^ derselben zur {ni — 2) fachen Asymptote hat, d. h,, welche jede A^ der 
Basis in deren Punct n» mit m — 2 Zweigen berührt und mit (m-f l)(f/i— 2) 
andern Zweigen schneidet, und welche ferner mit der Basis deren 
^m{m — 2) Wendepuncte und Wendetangenten gemein hat, so wie jede 
Doppeltafigente derselben in ihrer Mitte berührt*' Daraus folgt: „Eine 
beliebige Curve C'" hat, iin Allgemeinen, in(in-f 4)(i» — 2)(iw — 3) solche 
Tangenten, bei welchen ein Schnittpunct b in der Mitte zwischen dem 
Berühr ungspunct Uq und einem andern Schnittpunct c liegt.'* 

ß. „Der Ort der Mitten T aller Tangenten der Basis C'^ ist 
eine Curve i?i(wi-fl)(«> — 2)(m — Sy**" Grads 

^in('n4-l)(m— 2)(m-3) 

welche die m Puncte a« der Basis zu (m-f-l)(in — 2) (iw — S) fachen 
Puncten hat, durch die Berührungspuncte ihrer ^m{m — 2)(m'^—9) Dop- 
peltangenten geht und nebstdem jede dieser Doppeltangenten in 2{m — 4) 
Puncten berührt." Folgerung: „Eine beliebige Curve C'" hat, im Allge- 
meinen, m(m — 2) (m — 3) (m^ — m — 4) solche Tangenten, bei welchen von 
den m — 2 Schnitten irgend zwei, c und d, gleichweit von einem dritten, 
b, oder vom Berührungspunct , Oo, abstehen; tvobei jedoch der letztere 
Fall für 2 zu zählen ist." 

Für die Basis C^ hat man als Ort der Milien T^ aller Tangenten eine 
Curve Ti- (=12) wie oben (§. 15. IV.). 

Bei der Basis C* sind die Orlscurven T!^ und T^\ und es folgt: 

(a^) „Eine beliebige Curve 4''"' Grads C* hat, im Allgemeinen, 
64 solche Tangenten, be\ welchen einer der beiden Schnitte, etwa b, in der 
Mitte zwischen dem andern c und dem Berührungspuncte Oo liegt." Und 

(/?^.) „Dieselbe Curve mufs 64 : 2 = 32 solche Tangenten haben, 
bei welchen die beiden Schnitte b und e gleichweit vom Berührungspunct a^ 
abstehen (jwie §. 17.)." Also: Die Ortscurve T**' hat die 4 Puncte a^ 
der Basis C* zu 10 fachen Puncten, geht durch die 56 Berührungspuncte 
ihrer 28 Doppeltangenten und berührt dieselbe in den oben näher be^ 
schriebenen 32 Puncten P' (§. 17.). 

13» 
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Ist m>>4, so wird die Bfiöls C*^ von der Ortscarve der T (außer 
den im Satze (/9.) namhan gemachten Puncten, noch) in x Poncten berQhrt 
und in y Puncten geschnitten, wobei 

2ar-f y = iw(m — 2)(m — 3)(m^ — m — 4) 

sein murs: Diese zwei Zahlen x und y zu finden? [Ist nicht y=(m — 4)x? 
wie ein gewisser Wahrscheinlichkeits - Grund es erheischt. Dann wfire 

X = f/i(m— 3)(m^ — m — 4) und y = m{m — 3)(m — 4){m'^ — m — 4), 

und die Basis C^ hätte w(m — 3)(m^ — m — 4) solche Tangenten, bei 
welchen zwei Schnitte c und d gleichweit vom Berührungspunct a^ ab- 
ständen, und ferner m{m — S){m — 4){m^ — m — 4) solche Tangenten, bei 
welchen ein Schnitt b in der Mitte zwischen zwei andern c und d läge.'] 

VII. In der gegebenen Basis C'" giebt es auch solche besondere 
Transversalen, bei welchen der Schwerpunct A ihrer m Schnitte (§. 25.) mit 
einer ihrer ^r/i(r/i — 1) Mitten Q zusaoimenrällt. Jede solche Transversale 
beifse S„ und ihr Schwerpunct Qa\ so sind die respectiven örter derselben 

d. h.: „Bei einer beliebigen Curve C* ist der Ort derjenigen Transver- 
sale Sa 9 deren Schwerpunct Qa in der Mitte zwischen irgend zwei Schnitten 
liegt, eine Curve \m{m — \){tn — 1)*'"' Classe und der Ort des Schwer- 
punct s ist eine Curve \m{m-\-\){m — 2)''" Grads S* 

Für die Basis C^ sind danaöh die Ortsurven: Sl und Ql\ die erste ist 
die obige Curve Sl (§. 15. IL), und die andere bedeutet die doppelte Basis C^, 
indem in der Tbat jeder .Punct in C^ die Mitte (= 0J zweier Sehnen S^ 
ist (§.15.). 

Bei der Basis C* sind die Ortscurven: Sa und Q^\ aber jede ist eine 
doppelte Curve, indem hier jede Transversale S^ eine Doppelsehne S^ ist, und 
daher zwei Mitten Q im Schwerpuncte Qa liegen; die einfachen Orter sind 
somit nurjS^ und 0"'; wie wir sie bereits aus §.17. kennen. — Farm;>4 
hören diese Reductionen der Ortscurven auf. 

Bei der Basis C^ hat man: Sa^ und Qa* Die Basis hat mit der 
ersten 800 Tangenten S'^ (= <SJ und mit der andern 225 Puncto Q'^ (= QS) 
gemein. Nimmt man an, Qa Hege in der Mitte zwischen den Schnitten a und b, 
so ist er zugleich der Schwerpunct der drei übrigen Schnitte c, d und e; 
und wird der Berührungspunct jeder Sa mit C^ durch B^ bezeichnet, so 
können folgende verschiedene Umstände statt finden. 
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Ä. In Betreff der 800 S^^ sind drei Fälle möglich, entweder liegen: 

a) etwa c und d (oder ce oder de') in B^^ oder 

ß) etwa a und e (oder nc^ n^^ 6c^ bd, be) in J^o? oder 

Y) a und 6 in Bo und somit auch 0^ in Bo; Und 
A In Betracht der 225 (?;; sind 2 Fälle möglich; entweder liegt: 

^) 0a in ^ (oder Cy d) und ist nicht allein die Mitte von ab, sondern 
auch von cd, so dafs die zugehörige S^ = S2 wird, oder 

s) Q^^ in a und b vereint, also in Bo, wie Fall (aS). so dafs die 
zugehörige S^ = 8^ wird, d. h. die C in (a*) = ^^ berührt. 
Dabei entsteht die Frage: Wie oft tritt Jeder dieser Fälle ein? und nament- 
lich: Wieviele der 225 Puncte Q2 gehören dem Falle (J) und wieviele 
dem Falle (&) an? Der Fall (J) enthalt die oben (§. 19.) verlangten Pnncle, 
und bestätigt die dortige Angabe Ober ihre Anzahl. — Analoge Fragen sind bei 
der allgemeinen Basis C'" zu stellen. 

§. 27. 

Durch Projection gehen die vorigen Sätze ($. 26.) in solche andere 
Sätze Aber, bei welchen die betrachteten Mitten Q durch gewisse harmonische 
Puncte N vertreten werden, nämlich bei welchen nebst der Basis C*" noch 
irgend eine Gerade G gegeben ist (dort war es G^)^ und wobei dann zu 
dem Schnitt R der Transversale iS> und dieser Geraden G in Bezug auf je 
zwei der m Schnitte a, b, c, d, . ... von iS und C'" der vierte harmonische 
Punct N genommen wird. 

Es können aber in der Transversale ferner auch harmonische Puncte 
auf andere Weise bestimmt werden, wie z. B. so : dafs man zu je drei ihrer 
m Schnitte a,b, c,d,.. .. mit C*^ die drei vierten harmonischen Puncte iV nimmt 
(§. 11. IIIO9 wodurch man in jeder Transversale im Ganzen \m{m—\){m—2) 
Puncte N erhält. Und wird sodann die Transversale geeigneten Bedingungen 
unterworfen, so gelangt man zu neuen Curven, so wie zu neuen Eigenschaf- 
ten der Basis C'^. Ich mufs mich jedoch darauf beschränken, hier nur einige 
leichtere Resultate kurz mitzutheilen. 

I. Es kann verlangt werden, dafs von den m Schnitten a, b,c, d, .... 
irgend vier unter sich harmonisch sein sollen. Dies fahrt zh^ dem folgende^ Satze. 

,J)er Ort derjenigen Transversale S, welche eine gegebene Curve 
m^'" Grads C"^ in irgend 4 harmonischen Puncten schneidet, ist eine 
Curve im(w — l)(»i — 2)(wi — 3/"^ Classe 

^<m(m-lK«»-2)(«-3) 
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welche die Basis in Jedem ihrer IVendepuncte mit Je m — 3 Zweigen y so 
wie nebsidem (^wenn in^4) noch in eielen andern Puncten berührV* 
Der Beröhrungspuncl jeder iS mit der Ortscurve ist durch Hfllfe der in den 
vier harmonischen Schnittpuncten an die Basis gelegten vier Tangenten leicht 
zu construiren. Aufgabe: Den Grad der Ortscurve zu bestimmen. 

Bei der Basis C* ist dannach der Ort der Geraden S, welche 
dieselbe in 4 harmonischen Puncten ah cd schneidet, eine Cur ve &^'' Classe 
S^, welche die Basis in ihren 24 Wendepuncten berührt. Die 12-6 = 72 
geraeinschafdichen Taugenten beider Curven bestehen daher nur aus den 24 
Wendetangenten der Basis, indem jede für 3 zählt. Die Curve S^ ist vom 
QQsun Qir^j. yi^ Ä^/ daher mit der Basis, auf«er Jenen 24 Berührungen 
puncten, noch 72 Puncte (Schnitte) a^ (= a) gemein, und ihre Tangente S 
in Jedem dieser a^ schneidet die Basis, aufser daselbst, in drei solchen 
Puncten b, c, d (die mit a^^ harmonisch sind und) deren zugehörige Tan^^ 
genten B, C, D sich in irgend einem Puncte p treffen. Durch die 72 
Puncte ao können Curven 18*^" Grads gehen. „Welche Lage haben die 
72 Puncte />?" — Besteht insbesondere die Basis C* aus 4 Geraden A, B, C 
und D, so zerfällt die Ortscurve S^ in die dem Yierseit ABCD eingeschrie- 
benen drei harmonischen Kegelschnitte. (Systemat. Entw. der Abhäug. geom. 
Gestalten. §. 43.) Gleicherweise ergeben sich specielle Resultate, wenn die 
Basis C* aus CH2CS oder C''\-CJ, oder C^^C besteht. 

Bei der Basis C^ ist die Ortscurve = S^^; sie berührt die Basis 
in Jedem ihrer 45 Wendepuncten mit zwei Zweigen, und nebstdem berührt 
sie dieselbe noch in i65 andern Puncten a. Daher: 

„Eine beliebige Curve 5^'" Grads hat, im Allgemeinen, 166 solche 
hannonische Tangenten, bei welchen der Berühr ungspunct a und die drei 
Schnittpuncte b, c, d harmonisch sind.'* 

Bei der Basis C*" findet man auf diese Weise, aufser den Wendetangenten, 

im(m — 2)(m — 3)[in(w — If — 36] 
solche Tangenten, bei welchen von den m — 1 Puncten, nämlich dem Berflh- 
rungspunct a und den m—2 Schnitten b, c, d, . . . .^ irgend 4 harmonisch sind, 
wobei jedoch jeder Fall, wo sich a unter den harmonischen Puncten befindet, 
für 2 zu zählen ist, so dafs, wenn die Zahl der Fälle, weiche a enthalten, 
durch x und die ohne a durch y bezeichnet werden, dann 2x-\'y der vor«' 
stehenden Zahl gleich ist Dabei wird die Basis von der Ortscurve in den 
X Puncten a berührt. — Diese Zahlen x und y zu bestimmen. 
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II. Wird die gegebene Basis C^ von einer Tangente S \n a berührt 
and in b, c geschnitten, und man denkt sich zu diesen 3 Puncten die 3 vierten 
harmonischen Puncto a, ß, y und zwar so, dafs 

abac ; abcß; aybc 
harmonisch sind: 

,,So ist der Ort des Puncts a e^ne Curve 32'^^" Grads, welche die 
Basis in ihren Wendepuncten dreipunctig berührt und durch die Be^ 
rührungspuncle ihrer Doppeltangenten geht (s. S. 47 Note)." und 

„So ist der gemeinsame Ort der beiden Puncte ß und y eine Curve 
ß4*ien QpQ^^^ wel<:he die Basis in jedem ihrer 24 Wendepuncte mit zwei 
Zweigen dreipunctig , so wie in jedem der 56 Berührungspuncte ihrer 
28 Doppeltangenten (zweipunctig) berührt. Daraus folgt ferner: 

,yDafs die Curve 4^**" Grads C*, im Allgemeinen, 64 solche Tan-- 

genten hat, -bei welchen der eine Schnittpunct , b, in der Mitte zwischen 

dem andern, c, und dem Berührungspunct , a, liegt (wie §.26. VI. a^J, 

und dafs diese besondern Tangenten den Asymptoten der genannten Curve 

ß4^en Qrads parallel sind:' 

Wird die gegebene Basis C^ von einer Tangente S \n a berührt und 
in b, c, d geschnitten und man bestimmt die drei Puncte d, y, ß so, dafs 

abdc; abyd; acßd 
harmonisch sind: 

So ist der geineinsame Ort der 3 Puncte ß , y, ö eine Curve 
x^^" Grads, welche die Basis in jedem ihrer 45 Wendepuncte mit zwei 
Zweigen dreipunctig berührt und dieselbe in den 165 -3 ==495 Schnitten 
(b, c, d) der vorgenannten 165 harmonischen Tangenten (I. )? ^^ ^^^ 
in den 240 Berührungspunct en ihrer 120 Doppeltangenten schneidet, 
und welche ferner auch diese Doppeltangenten doppelt berührt. Jede 
Tangente der Basis, bei welcher irgend zwei der drei Schnitte b, c und d 
gleichweit vom Berührungspunct a abstehen, ist einer Asymptote der ge^ 
nannten Ortscurve parallel. — Den Grad x zu bestimmen. 

III. Durch jede 4 in einer Geraden liegenden Puncte, nach ihrer 
Reihenfolge a, b, c und d, sind drei verschiedene (von mir sogenannte) 
Puncten -Systeme (Involutions- Systeme) bestimmt, indem man dieselben auf 
drei Arten als zwei Paar conjugirte Puncte ansehen kann, nämlich 

1. ab und cd; 2. ad und bc; 3. ac und hd. 
Die zu beiden Paaren jedes Systems gehörigen harmonischen Puncte, bezieh- 
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lieh X and x^^ y und y^^ z und z^^ wobei axbx^ und cxdxi^ ^yäyi und 
6ycy\^ azczi und bzdz^ harmonisch sind (§. 17.), habe ich „Asymptoten^ 
Puncle'* und die beiden ersten Systeme, bei denen die Asymptoten -Puncte 
reell sind, y, hyperbolisch'''* dagegen das dritte (3.), bei welchem dieselben 
imaginär sind, „elliptisch*'^ genannt. 

Denkt man sich zu je 4 der m Puncto a, b, c, d, ...., welche die 
gegebene Basis C*" mit irgend einer Transversale jS gemein hat, die drei 
Paar Asymptoten -Puncto x und j?i, y und yi, z und z^^ so hat man im Gan- 
zen ^m(m— l)(m — 2)(iii— 3) = fi Paare, oder \m{M—\){tn — 2)(f#i — 3) = 2/1 
einzelne Asymptoten-Puncte, von denen jeder durch X bezeichnet werden 8oU. 

„JVird die Transversale S um einen in ihr beliebig gewählten 
Pol P herumbewegt j so beschreiben die 2fi Puncte X insgesammt eine 
Curve du'''' Grads 

1^im(m— IKm— l)(iM— 2Xm— 3) 

welche den Pol P zum fifachen Punct hat, u. s. w^ 

Es kann solche besondere Transversalen Sx(,= S} geben, bei wel- 
chen ein Asymptoten -Punct mit einem ihrer m Schnittponcte zusammenfsUt, 
z. B. der Schnitt e kann x sein, so dafs aebxi und cedxi harmonisch sind, 
also das durch die Paare a und b, c und d bestimmte Puncten - System den 
Schnitt e zum Asymptoten-Punct hat, oder diese 5 Schnitte Involution bilden. 

„Der Ort derjenigen Transversale S^,, bei welcher ein Asympto- 
ten- Punct X in der Basis C'^ selbst liegt, oder von deren m Schnitten 
irgend 6 Involution bilden, ist eine Curve 

RQcksichtlich aller dieser Transversalen jS^,^ welche einen Asymptotea- 
Punct X in einem Schnitt e (aber nicht in einem BerAhrungspunct ) der 
Basis haben , kann gefragt werden : Welchen Ort der dem x (= e) zuge^ 
hörige andere Asymptoten-- Punct x^ habe? Dieser Ort wird irgend eine 
Curve n*''" Grads X^ S€in; ihre Schnitte mit der Basis C"* bestimmen dieje- 
nigen einzelnen Transversalen S^^,^ , welche ein Paar conjugirte Asymptoten- 
Puncte X und x^ in der Basis haben. Die Beantwortung der Aufgabe wird 
erleichtert, wenn zuvor die folgende gelöst ist: Wenn in Jeder Tangente S 
der Basis C'^ zu detn Berührung spunct a in Bezug auf je zwei der 
m—2 Schnitte b, c, d, .... der vierte harmonische Punct a gedacht 
wird, so soll der gemeinsame Ort aller dieser Puncte a bestimmt werden. 



8, Steiner, ulgeb.Curven, welche Mit ielp, haben, u. Eigens, allgem, algeh.Curven. 105 

Bemerkung. Ich will hier noch bemerken, dafs ich einigein dieser 
Abhandlung aufgestellten Sätze nic^t genügend bewiesen habe, so dafs die- 
selben möglicherweise fehlerhaft sein können. Sollte dies der Fall sein , so 
mag die Neuheit und Schwierigkeit des Gegenstandes, zumal im Vergleich 
mit der von mir befolgten synthetischen Betrachtungsweise, mich einiger- 
mafsen entschuldigen. Namentlich in den drei letzten Paragraphen habe ich 
mir einige gewagte Schlüsse erlaubt; so z. B. um den Satz (Y. d.') in §. 26. 
zu erhalten. Ist dieser Satz nicht allgemein wahr^ so sind auch mehre ihm 
verhergehende Sätze nicht in allen Theilen richtig. 
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3. 

Aufgaben und S&tze, bezüglich auf die yorstehende 

Abhandlung. 

(Vom Herrn Professor J. Steiner, zu Berlin.) 



JUn den in der Abhandlung bereits gelegentlich aufgeworfenen zahl- 
reichen Fragen mögen hier noch folgende hinzugefügt werden. 

1. Wenn eine Curve 4*'''' Grads einen Mittelpunct 3){ haben und durch 
gegebene 9 Puncte ;/ gehen soll: welches ist dann der Ort von SR? Und: 
Wieviele Curven 4*'"' Grads, welche Mittelpuncte haben, gehen durch 10 ge- 
gebene Puncte p? (§. 5. und vergl. §.7.) — Die analogen Fragen bei hö- 
heren Curven. 

2. Wieviele Durchmesser D hat die Curve 4*^** Grads, welche mit 
ihrer conjugirten Richtung irgend einen gegebenen Winkel a bilden? Wie- 
viele, wo a = 90^? Für a = 0, sind es die 4 Asymptoten (§.17.), 

3. Wieviele Paare conjngirte Durchmesser hat die Curve m^^" Grads C'^? 
Der Kegelschnitt C^ hat unendlich viele; die C^ hat keine; die C* hc 3 Paar 
(§• 17.); wie gehl es weiter? 

4. Welches ist, in Bezug auf eine gegebene Basis 3**"* Grads C^, der 
Ort desjenigen Pols P, dessen beide Polaren J^ und J^ einander berühren 
(§. 15.)? — Die entsprechende Frage, bei höhern Basen. 

5. Werden aus einem festen Punct P beliebige Transversalen iS^ durch 
eine gegebene Curve i/i'''" Grads C*" gezogen und an diese in den m Schnitten 

a, by c, . . . . die Tangenten A, B, C, gelegt, die einander in lm{m — 1) 

Puncten Q schneiden: so ist der Ort dieser Puncte irgend eine Curve x^^" 
Grads 0\ Und werden aus jedem Puncte P einer festen Geraden G an 
dieselbe gegebene Curve C'^ die m(m — 1) Tangenten gezogen, deren Be- 
rflhrungspnncte im Ganzen im{m — 1; [fii(r#i — 1) — 1] BerQhrungssehnen (S 
bestimmen : so ist der Ort dieser Sehnen eine Curve x^*^ Classe ®^. In beiden 
Ffillen hat x denselben Werth. Die Zahl x zu finden. — Ffir m = S ist 
x = 9 ($.15.). 




o. Steiner, Aufgaben und Sätze, bezüyUck auf die vorstehende Abhandlung. 107 

6. Den Ort derjenigen Transversale iS zu finden^ welche eine gege- 
bene Curve //i^"" Grads in irgend drei Paar Pancten schneidet, die za einem 
Funden -System gehören (Involution bilden). 

7. In §. 15. II. (S. 38 Note) wurde bemerkt, dafs die beiden Polaren 
A^ und J^ desselben Pols P in Bezug auf die gegebene Basis C^ Kegel- 
schnitte jeder Art sein können, je nach der Lage des Pols gegen den dort 
näher beschriebenen Kegelschnitt E^. In der That können dieselben nicht 
allein Ellipsen, Hyperbeln oder Parabeln sein, sondern als solche auch jede 
beliebige Form haben; und zwar verhalt es sich damit näher wie folgt. 

a. Sollen die Polaren A^ und J* Parabeln sein, so ist der Ort 
des Pols P die Curve E^. h. Sollen dieselben gleichseitige Hyperbeln 
sein, so ist der Ort des Pols eine bestimmte Gerade H. c. Sollen die-^ 
selben Kreise sein , so giebt es nur einen einzigen Pol P,, C= P9> ^^^ 
genügt ; derselbe ist zugleich d^r Pol der Geraden H in Bezug auf den 
Kegelschnitt E^. d. Sollen A^ und J^ irgend einem gegebenen Kegel- 
schnitte C^ ähnlich sein, so ist der Ort des Pols P jedesmal ein solcher 
Kegelschnitt P% welc/ier den Kegelschnitt E^ (imaginär) doppelt berührt, 
und zwar mit ihm jene Gerade H zur (ideellen) Berührungssehne hat. — 
Giebt man also dem Kegelschnitte C^ nach einander alle verschiedenen 
Fomien, so entstehen für den Pol P eine Schaar Ortscurven P^, oder 
vielmehr ein Büschel B(P^)^ welche sich insgesammt in denselben zwei 
Puncten berühren, die Gerade H zur Berührungssehne und dieselbe mit 
jenem Pol Pt, gemeinsam zu Polare und Pol haben, und zu welchen ins-^ 
Ißesondere auch die Curve £% so wie die Gerade H und der Pol P^ selbst 
als Übergangs- und Grenzglieder gehören, nämlich E^ als Übergang der 
Polaren A^ und J^ von Hyperbeln zu Ellipsen, dagegen H als Grenze 
der Hyperbeln und P„ als Grenze der Ellipsen. 

Hat die gegebene Curve C^ drei reelle Asymptoten J^ B und C, so 
sind die Gerade U und der Pol P,, w'e folgt zu finden. Sind a, ß, y die 
Fufspuncte der aus den Ecken a, b , c, des Dreiseits ABC auf die Gegen- 
seiten A, B, C gefällten Perpendikel: so liegen die Schnitte der 3 Paar Ge- 
raden aß und C, ay und B, ßy und A auf der verlangten Geraden //; oder 
diese Gerade ist auch die Linie der gleichen Potenzen der den Dreiecken 
alßc und aßy umgeschriebenen Kreise. Und legt man in den Ecken des 
Dreiecks alpc an den ihm umschriebenen Kreis die Tangenten, die ein neues 
Dreieck a^b^c^ bilden: so schneiden sich die drei Geraden aa^^ bb^^ ccx in dem 



106 '• Sieinerj Aufgaben und Säize, bezuglich au f die voreiekende Abkandtung. 

veriaogien Pol Po* — IbI insbesondere das Asymptoten-Dreieck ABC = abc 
gleiel^^lig, also E^ der ihm eingeschriebene Kreis, so sind alle Ortscorven, 
B{P'^)^ mit demselben concentrische Kreise und Po ist ihr gemeinsamer Mittel- 
punct, und die Gerade H ist =&«• Daher: Bei einer Curve ^*'" Grads, 
deren Asymptoten ein gleichseitiges Dreieck abc bilden , liegen die Be-- 
ruhrungspuncte von je 6 parallelen Tangenten in einer gleichseitigen 
Hyperbel. Werden aus einem Punete des dem Dreieck abc umschrie^ 
befien Kreises 6 Tangenten an die Curve gelegt, so liegen die Berührungen 
punete in einer Hyperbel, deren Asymptoten^ Winkel =^%(f^ ist; und 
werden aus dem üdittelpuncte Po dieses Kreises die 6 Tangenten an die 
Curve gelegt, so liegen die Berührungspuncle in irgend einem Kreise. 

Wie murs «das Asymptoten - Dreieck nbe beschaffen sein, damit der 
Pol Po Brennpunct des Kegelschnitts E'^ (und damit zugleich auch aller Kegel- 
schnitte P') wird? 

För alle Curven 3**^. Grads, welche mit der gegebenen gemeinschaft- 
liche Asymptoten haben (mögen diese reell oder imaginär sein), bleiben die 
Ortscorven B(P^) 4\e nämlichen (§.22.); was zu weitern Folgerungen fohrt, 
wenn die speciellen Curven 3**" Grads berflcksichtigt werden. 

8. „Alle Curven 3*''" Grads, welche durch folgende 7 Punete 
eines gegebenen Dreiecks gehen, nämlich 1) durch den Schwerpunct, 
9) durch die Ecken, und 3) durch die im Unendlichen liegenden Punete 
der Seiten , haben congrueiUe Asymptoten- Dreiecke, und zwar sind die^ 
seihen dem gegebenen Dreieck ähnlich, mit ihm ähnlichliegend und ihre 
Seiten verhalten sich zu den entsprechenden Seiten des letztem, wie 
8:3." — Es giebt einen analogen Satz Ober das vollständige lit seit und die 
Curven m"'" Grads. Z. B. beim vollstfindigen Vierseit müssen die Curven 
4*''" Grads, aufser durch die 6 Ecken und durch die im Unendlichen liegenden 
Punete der 4 Seilen, auch noch durch die oben $. 18. II. (S. 60) beschrie- 
benen 3 Punete p, also im Ganzen durch 13 gegebene Puncle geben. 
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4. 

Nouvelles recherches sur les Covariants. 

(Par Mr. A. Cayley ä Londres.) 



Je me sers de la notalion 

(au,«j,...an)(a:-. y)" 
pour representer la fooctioo 

en supposant que les coefficients €io, a[ etc. soient donnes par r^quation 

(«0,^1,... Äj(Aj:+^y, rar-j-^'y)" r= {al,a[, . , , al){x,y)% 

supposee identique par rapport ä x, y. 

Soit 9(ao, ^19 • • • ^ni^>y) une fonction des coefficients et des variables, 
teile que 

(p(X^al,...al; x,y) = (Xfi' — l'/uf .(p{fi^, a,, . . . a„; lX'\' fiy,l'x-\-fi'y). 

Cette fonction ip sera generalement un „Covariant/'' et dans le cas particalier, 
ou (f est fonction des seuis coefficients, un „Invariant'''' de la fonction donnee. 

Je suppose d'abord que les noaveaux coefficients soient donnes par 
Tequalion 

(n,,, fli, . . . a^)(X'\'Xy,yy = («,;, a,', . . . a'„)(x,yy. 

Cela donne les relations 

«I = «l + ^^y«, 

etc. 
U faut donc que le covariant cp satisfasse a Tequation 

(p{a,Ua[,...a'„; x,y) = (p^ao^a^^. . .a„; x^ly.y)^ 
qui peut aussi ölre ecrite comnie suit: 

{X^ (p{al^a[^...a\; x — ly,y) = (p{Oo^ai^. . . a„; x,y). 
De möme, en fesant 

Crelle's Jonrnil f. d. M. Bd.XLVII. Heft 2 15 



HO 4. Cayley, recherchei sur les covariwUs. 



ce qai donne 



al = «;, 



etc. 
le covariant <p doit salisraire aossi a reqoation 

et recipoquement, toule fonclion (p homogeoe par rapport aax coefficienls et 
aussi par rapport aux variables, qoi satisfail a ces equatioos (JT^ F) , sera un 
covariant de la fonction donnee. 

l^xaminons d'abord reqoation (JT) que je repr^sente par y>' =• 9. 
Soit pour le moment, a[ — ai^=lai^ a[ — «2 = ^ etc. Alora on anra, oomme 
a l'ordiaaire, reqoation symboliqae 

oü les quantites Hi, a^ etc., en tant qa'elles eatrent dans cci, a^ etc., ne 
doivent pas ötre affectees par les symboles da.«» Ba, etc. de la differentiation. 
En substiluant les valears de cci, aj, . . . et en ordonnant selon les puissances 
de k, cette eqaation donne 

ou les symboles D, 0^ etc. sont donnees par 

D = a^da, + 2öiöo, h »««-i ^a,, 



et les quantites ai, Oj etc., en tant qo^elles entrent dans les symboles D, Diotc, 
ne doivent pas dtre affectees par les symboles da, 1 d«^ etc. de la differentiation. 
n est assez remarqaable qae Pequation symbolique peut aussi £tre ecrite soos 
la forme plus simple 

9 = ^ ^>> 

ou les quantilös n^, 03, . . ., en tant qn'elles entrent dans le Symbole D, sont 
censees affectees des symboles d«, , da^ etc. de la differentiation; de moniere 
que dans le developpement, Q^.9) par exemple, signifie D.D^^ et ainsi de 
suite. Je ne m'arröte pas sur ce point, parceqoe pour ce qua je vais demontrer 
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de plus importanl, il suffit de faire attention a la premiere pnissance de l. 
D'ailleurs rintelligibilile des eqaations donl il s^agit, sera facilit^e en faisant les 
developpements et en comparant les puissances correspondantes de l. Cela 
donne par exemple: 

g^ = gHaDn g' = gM-3ggi+6g2, eic. 

on les symboles D^, D' etc. ä gauche de ces equations denotent la double, 
Iriple etc. repetition de Toperation D, tandis qu'ä cöte droit des equations, les 
quantites ai, 02, . . . etc., en tant qu'elles entrent dans les symboles g, gi etc. sont 
censees non pas ötre affectees des symboles da,) da, etc. de la difförentiation. 
Dans la suite, si le contraire n'est pas dit, je me servirai des expressions 
g^ g' etc. pour denoter les repetitions de Topöration , et de mdnne pour les 
combinaisons de deux ou de plusieurs symboles. 

Cela etanl, Tequation y' = e "^'^ y = y donne 

<p = {i + A(g^y5j+il(g-yöJH---}y. 

oü iQ—ydxf.(p (je le repete) equivant a (g — yöj.(g— yöjf)^)/ et ainsi 
de suite. II faut d^abord que le coefßcient de X s'evanouisse, ce qui donne 
(g— ydjc)9> = 0; et cette condition etant satisfaite, les coefficients des puis- 
sances superieures s'evanouissent d'elles mdmes; c'est ä dire, T^quation (X) 
sera satisfaite en supposant que (p satisfait a reqnation aux differences partielles 

(g-yöj9 = o. 

En posant 

O = a„ 8a^, + 2a„«i ö„^_^ [-na, da, , 



on fera un raisonnement analogue par rapport a Fequation (1^); et il sera 
ainsi demontre que (p doit satisfaire aussi a Tequation a differences partielles 
(D — xdy)<p = 0', donc enfin, on a le suivant 

Theoreme. Tout cocariant cp de la fonction 

(«u,o,,...aJ(ar,y)", 
satisfait aux deux eqaations ä differences partielles 

(^0 {Q-jfd,,)(p = o, in^xdy)<p = o, 

15* 
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d = niiAc)a„ + (ii — l)«aö«. •••+«« Öo^,- 

Et reciproquement toate fonction, homogene par rapport aux coef&eients 
et par rapport aox variables, qai satisfait a ces eqoatioDS, est an cavarUmi 
de la fonction donnee. 

Par exeoiple, f invariant (pz=ac — V^ de la fonction «ur^-f 2*^+Q^ 
satisfait aux equations 

(aß, 4-2*5,) 9 = 0, {2*öa + rÖ6)v = 0, 

et le covariant (p = {ac — b'^)x^'\-(ad — bc)xjf'\'(bd — c^)3f^ de la fonction 
ax^'\'Sbx^y'\-Scx3/^-\-4fy^ satisfait anx dqaalions 

{adt 4- 2bdc + ^cda—yd^) tp = 0, (3rföc + 2rÖ6 + bda — xdy)(p = 0. 

li est clair qo'en ne considerant qne les fonctions qni restent les rn^mes 
en prenant dans un ordre inverse les coefficients i7o9 ^m ••• ^n ^^ les va- 
riables X, y, respectivement, les covarianU seront dednis par Tune on Taatre 
des equations i^A^^ et quMl n'est plus neeessaire de eonsiderer les deux 
equations. Cela pose, on trouve assez facilement les cavariants par ia 
methode des coefficients inditermines. Mais il y a a remarquer une circon- 
stance de la plus grande importance dans cetle theorie, savoir, que Ton ob- 
tient de cette maniere un nombre d'equations plus grand quMl n^en faut pour 
delerminer les coefficients dont il s^agit. Ces equations cependant, etant liees 
entre elles, se reduisent au nombre necessaire d^iquations independentes. 

Cherchons par exemple pour la fonction ox'-f ^^^<y'i~^^^~f4^ ^^ 
invariant (p de la forme 

(f = Aä'd''] Babcd'\'Ca(^^C6'd^Db^c\ 

contenant les quatre coefficients indetermines A, B, C, D. En snbstituant dans 
reqnation (a5^-f 2*öe + 3^ö«i)9> = 0, on obtient 

(3C+ 2B) flftV -f- C3Ä + 6C+ 2jO) a*c» 4- (6 J + Ä) flc'rf + (3C+ 4I>) i'c = a 

Or les quatre öquations donnees par celte condilion, se reduisent k trois 
equations ind^pendanles, de sorte qu'en faisant par exemple A = — 1, les 
antres coefficients seront determinis, et Ton obtient le resultat conno: 

9 = -aV'+6Äftcrf-4«c^-4*'rf+3*»c'. 
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La circoDstance mentionnee ci-dessus s'oppose a resoodre de la ma- 
niere dont il s'agit, le probleme de trouver le nombre des invariants d*on 
ordre donne: probleme qui a toujours bravö mes efforts. 

Avant d'entamer la Solution des equations C^)? j^ "^^^^ demontrer 
quelques proprietes generales des covariants, et des invariants, Ponr abreger, 
je me servirai du mot „pesanleur*\ en disant que les coefficients ^o, Hi etc. 
ont respectivement les pesanteurs — |n^ 1 — ^n, etc. que les variables x, y 
ont respectivement les pesanteurs \^ — |, et que la pesanteur d'un produit 
est egale a la somme des pesanteurs des facteurs. Cela pose, je dis que 
tout covariant est compose de termes dont chacun a la pesanteur zero. Pour 
demontrer cela, j^ecris: 

(U-xdy){q-3f8:,) = ÖQ-yd^U-xdyQ-^xyd^dy+xd,. 
Cela donne 

(q-yd,Xa-xdy)-{a-^xdy)(Q-jfd^) = ga-dg+ya.-^Fö,. 

Or, en fesant attention aux valeurs de D, III , savoir 

DD = (ga) + nai,ö„^ + 2(ii-l)fl,ö,,...4-ii.l.fl_,e,^^, 

dg = (dg)+ n.l.fl,ö,....+2(ii-l)ii_,ö,^^^+l.naA„ 

oü, en formant les produils(gd), (dg), les quantites Oo, ^i, . . . a„ sont censees 
non affectees par les symboles da^^ d«, , . . . da^ de la differentiation, on en tire 

gd — dg = ii,floöa„+(n— 2)äiö„, ^«»ö«. 

= _2.{(O-in;iioö.„+(l-ln)«,ö,.... + (n-iii)ö„ö,J = -20, 

en representant par Texpression symbolique entre les crochels. Dela enfin 
on obtient: 

Or en supposant les deux parties de cette equation symbolique appliquees au 
covariafU ^i, la parlie gauche de Tequatiou s'evanouit en vertu des equations 
(J) et r^quation se reduit a » 

(Ä) {e^ixd.-i3fdy)(p = 0i 

ce qui est une nouvelle öquation a differences partielles, ä laqnelle satisfait le 
ewariant q>. Or il est aise de voir que cette equation exprime le theoreme 
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enonce ci-dessus, savoir qoe toat covmriant est compose de termes de ia 
pesantear z^o. 

II suit de lä, en considerant dn cavariant 

qu'on coefficient qnelconqae Ai aara Ia pesanteur t — \s, oa bien qoe les 
pesanteurs forment une progression arithmetiqoe aox differences 1, et dont 
les termes extremes sont — ^*, -fi*» 

Sabstitaons maintenant cette yalear de (p dans les eqaations (il). La 
prämiere equation donne d'abord: 

(a) gJo = 0, UA, = Ao, UA^=2A,, ... QA, = sA^,. 

Cela est no Systeme qni equivaut aox deox equalions 

Üe mdme, Ia seconde equation donne 

Xß) äJ, = 0, aA^i = A,, äA^2 = 2A^,, ... ÜAo = sAr. 
Systeme qui equivaut aox deox öqoations 

05') d'+*i*o = 0, (p = x'e^^.Ao. 
On voit qoe ^(, satisfait aox deox ^qoations 

(y) DJo = 0, a'+*i4o = 0, 

et en sopposant qoe cette qoantite seit connoe, on troove les aotres coefficients 
Ai^ A2^ ... A^ par Ia seole differentiation, ao moyen des iqoations (/3). Or 
cela etant, je dis qoe les ^qoations (a) seront satisfaites d^elies miftmes. En 

effet: des iqoations [lUo=0, UAo=sAi on tire DDJo=0, QDA^t = snAi^ 
et dela (DD — DD) Jü= — «Q^i- 

Or neos avons dejä vu qoe DD — DD = 20, et reqoalion (i?) donne 

Ö. Jo+i*.^o = 0: donc Tiquation (DD — gd)4,= — äQ Ji se redoit a 
Aii=QAi: eqoation do Systeme (a). De Ia mdme maniere on obtient les 
aotres ^qoations de ce Systeme. On peot dire qoe Ton aorait pA deterroiner 
egalement le coefficient A^ ao moyen des equalions 

et dela les coefficients ^«.^ ••• ^o psr les eqoations (o). 
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Prenons par exemple un covariant (A^^ A^^ A2){x,yf de la fonction 
ax^-\'Zbji^y'\'Zcxt/^'\-d^. A^ doil satisfaire aux deux öquations 

Ces eqoations sont en effet satisfaites en mettant A^^^ac—V^. Od a donc 
les equalioDS 

2 J = (3*5« + 2cdt + rföc) 4) , -4, = (3 W„ + 2ca6 -f ^öj A, 

ponr determiner ili, J2; co qui donne 2ili = ad — 6i7j A2^=bd — c\ et od 
est conduit ainsi au covariant mentioDod ci-dessus, savoir a 

{ac — A')ar^+ (ad — ftc) jy -|- (ftö - c^)i^. 
Soit maiotenaDt 



on aiira 

ou dans (D^)? i-^Q) les qoanlit^s o^, ^i, ... sont cens^es non affeotees 
par les symboles d^., da, etc., de la difftoentiation. Cela donne 

Or 8x^ — -^dx = 'K—9 donc: 

et de möme: 

(d — a;öy)^ = yi([J — xdy). 

Appliqaons ces deux equalions symboliqnes a an conariant tp. Les 
termes a droile s'evanoaissent a cause des equalions (J), et l'on obtient les 
deux equalions 

(g-yöj^9) = 0, {U-xdy)A(p = Q, 

c*esl a dire: Atp sera aussi un covariant de la fonction donn^e. Par exemple 
de Vinvariant 

on tire le covariant 

{x'dä-x^Sfdc+^di,sf'da)Vi 
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savoir : 

— 3 . (abd — 2ac''{^h'c) x^y 
+ 3.(arrf-2A'ß+*c^)jpy 

resultat deja connu. 

Essayons maintenant a integrer les equations (^A)\ savoir: 

Pour integrer la premiere, je reviens ä une Dotation dont je me suis deja 
servi dans ce memoire et j'ecris 

al = «0, 



tt. 



£n faisant 1=^ ^, ce qoi donne ai=0^ on voit sans peineque Ton satis* 

fera a requation, en mettant poar g> ane fonction quelconqae des qnantites 
ali^ Ou, ... ^U X'\'ly, y; le nombre de ces qaanlilis dtant it-f2. Et 
cela est la Solution generale de requalion. 

Ce resultat doit dtre substituee dans la seconde equation, savoir dans 
(D — ard^)9=:0. Poor cela, imaginons que les quantites ao, ^i^ ... a^, 
X, y soient exprim^es en fonction de Hq, aü^^ ... ä^, x, y et ai, puisqoe ip 
est fonction des seules quantites Hcm ^% • • • ^n, ^> tf' L'^uation resultante 
doit ötre satisfaite, quelle que seit la valeur de üi. Or on troave que cette 
equation resultante a la forme L -\- Ma^ = : donc il faut qu^on aie a la foia 
les deux equations I/ = 0, M = 0. (Je renvois a une note les detaib de 
la reduction.) En demiere analyse, et en remettant dans les equations 
iL = P, ilf = les quantites ^u^ ^, • . . a« au Heu de al^ as\ . . . a|,» je trouy^ 
les resultats suivants tres simples, savoir, en ecrivant 

ö = (0-in)aoe.. + -(2-in)ii,öa; + (3.-in)ii,ö,^....+(n-|it)a,5„.: 

♦g = 3a2 öa, -{- 4^5 ö„, \-ntt,^yda^. 
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Les eqaatioDS dont il s'agit sont 

et il y a a remarquer qiron obtient requation (C ) en eliminant enlre les 
equalions (^) le terme da,(p; et puis, en meltant /y, = 0, on fire Pequation (Z)) 
de Peqaation (A), en mettant de möme ai = 0. II y b a remarquer aussi 
que la Tonction ip qui satisfail aux equations {^C, />), est ce que devient 
un covariant quelconque (p, en y metlani ^1 = 0. On obtient d^abord la 
valeur generale en changeant a^^^a^^ • • • ^ n en n,', a[^ . . . a'„, et en mettant 
apres pour ces quanlites icurs valeurs en termes de o,,, #i|, Oj, . . . u„> La 
Solution du probleme des covariants serait donc effecluee si Ton pourrait in- 
tegrer les equations (C, Z>). 

Or la qoanlite r/o entre dans Pequation (O) comme constante, et Ton 
Yoit Sans peine que cettc equation pourra ölre integree en mettant i7o=1; 

puis. en ecrivant dans le resultat — . ~^^ • • • — au lieu Ae ai. a^^ . . . n„, et 

en multipliant par une puissance quelconque de a^. Le resultat ainsi obtenu, 
serait compose de termes de la mdme pesanteur; et en choisissant con- 
venableroent la puissance de /lo^ on pourrait faire en sorte que ces termes 
fässent de la pesanteur zero. Or Pequation (D) ne fait qu'exprimer que la 
fonction ip est composee de termes de la pesanteur zero; le resultat obtenu 
de la maniere dont il s'agit, satisferait donc par lui mdme a Pequation (^D)^ et 
il est permis de ne faire attention qu^ä Pequation (C). Dans la pratique on 
integrere cette equation en ayant soin de faire en sorte que les Solutions 
soient de la peaanteur zero, ce qui peut dtre effectue en multipliant par une 
puissance convenablemenl choisie de /y,,- Et puisqu^en fesant abstraction de 
cette qnantite ^o, Peqnation (C) contient it-j-1 quantiles variables, savoir 
a^^ a^^ ... a^y Xy y, la fonction (p sera une fonction arbitraire de n quan- 
titös; et en supposant que cette fonction ne contienne pas les variables Xyjf 
(cas auquel ip serait ce que deviendrait un invariant quelconque en y mettant 
a, = 0)^ (p sera une fonction arbitraire de n — 2 quantites. 

La möme chose sera evidemment vrai, si Pon retablit la valeur generale 
Ae a^i donc tout invariant sera une fonction d'un nombre n — 2 d'invariant», 
que Pon pourra prendre pour primitifs; et tout covariant sera une fonction 
de ces invariants primitifs de la fonction donnee (laquelle est evideuimeni 
un de ses propres covarianlis) ^ et d'un autre covariant que Pon peut prendre 
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pour primitif. Cela ne prouve nnllement (ce qui est neanmoins vrai poor las 
invariants, a ce que je crois) qne toat invariant est ane fonction rationnelle 
et integrale de n — 2 invariants con venablement choisis, et qne toat covariani 
est ane fonction rationnelle et integrale {^ce qai en effet n^est pas vrai) de 
ces invariants, de la fonction donnee et d^an covariafU convenabiement choisi. 

Le cas n = 2 fait dans cette theorie one exception. On sait qall existe 
dans ce cas an invariant, savoir ac — b^ qai, seien la theorie generale, ne 
doit pas exister, et il n^existe pas de covarian£, hormis la fonction donnee 
eile mdme. Or cette particalarite, peat ö(re aisement expliquee. 

Le cas n = 3 rentre, comme cela doit dtre, dans la theorie generale. 
En effet, il existe dans ce cas an invariant, savoir la fonction — a^ d^ -{- 6 abcd 
4a€^^4b^d'{-Bb'^c^ ci-dessus trouvee, et toat covariant de la fonction peut 
ötre exprimö par cet invariant de la fonction donnee eile möme, et par le 
covariant {ac — b'^)x^-\^ (ad — bc) xy -|- (bd — c^)y^ ci-dessas troavi. II en est 
ainsi par exemple par rapport an covariant de troisieme ordre, par rappori 
aax variables et aax coefGcients; car en representant par le covariant 
dont il s^agit, par W le covariani du second ordre, par u la fonction donnee 
ax^-\- ^bx^y -f Scory^-f dy^ et par V f invariant, on obtient reqaation identique 
4>^-f Dti^ =^ — 4^\ Je fais mention de cette eqaation, parceque je crois 
qa'elle n^est pas generalement connne. 

Je vais donner maintenant quelques exempies des equations (C et D). 
Seit d^abord n = 3, et supposons que 4> ne contienne pas les variables x, y: 
sera une fonction de a, c, d, et les equations reviendront a 

(6c'dä-addc)^ = 0, (-3tfö„-} cöe+3rfö,i)9=0. 

Les quantit^s a^, fvd'^, dont cbacune est de la pesanteur ziro, satisfont par 
lä a la seconde equation, et en mettant ip'==^Afj^d^'\- Ca&, on obtient 4il— C=:0, 
en vertu de la prämiere equation, ou en faisant J = — 1. Cela donne C= — 4; 
dela on lire if^= — ij^d^ —\a& , et la Solution generale est (p=F{ — ö^ö^— 4iic'), 
I^etant une fonction quelconque. La formule plus generale (p=F(a, — ä^d^ — 401:^) 
satisferait sans doute ä la prämiere equation, mais pour que cette valeur sa- 
tisfasse a la seconde equation, il faul que la quantite (a), en tant qu'elle n*est 
pas eontenue dans — ä^d' — Aae^, dfsparafsse. Ainsi la valeur donnee ci-dessus, 
savoir y = F'(— «^5'— 4£ic^), est la Solution la plus generale des deux 
equations. 
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Ecrivons a, c , d 1 — p au neu de a, c, ä, et (p aa lieu 



36c , 2Ä» 

de 9)^ nous obtenons: 

(p ^ F{- aH^ + önftcö - \a& — \hH + 3* V; ; 
ce qai est TexpressioQ la plus generale des invarianfs de la fonclion 
ax^-^-Söx^jf-^-Scxy^-^-j/^, et Ton voit que toas ces invarianis sont fonctions 
d^une seale quantite que nous avons prise ci-dessus pour Vinvariant de la 
fonctioD de troisieme ordre dont il s^agit. 

Seit encore it = 4, ^ sera une fonction de a, c, d, e qui satisfait aux 
equations 

dont la Solution generale est 4^ = F(ae-\-3c^,ace—ad^ — c^)^ P" etant une 
fonction quelconque. On voit par la qu'il n'existe que les invariants inde- 
pendants ae — 46rf-|-3^^ ace'\-2bcd — ad^ — b^e — c^. Ce resultat est connu 
depuis longtemps. 

Seit enfin n = 5, (p sera une fonction de a, c, d, e, f qui satisfait 
aux equations 

\Uddc^{2ae—\2c')dä^-{af—\^cd)de — 20cedf\^= 0, 

On sait quil y en a une Solution de quatrieme ordre par rapport aux quan- 
tites a^ c, d, e, f; et en prenant la fonction la plus generale dont les termes 
ont la pesanleur zero, on aura: 

^ = A(^r + Bacdf^ Cac^ + Dad^e + E^e + Fc'd^ : 

fonction qui satisfait d'elle möme a la seconde equation. En substituant cette 
valeur dans la premiere equation, od trouvera que les coefficients A, B etc. 
doivent satisfaire a ees sept equations: 
2U-^2C-40J = 0, 3i?+ß = 0, 3C4- 4/>=0, —i2B + E = 0, 
9£;-24D-f 4F-32C — 20Ä = 0, 6F-16Z> = 0, -24F-16ß=0, 
qui se reduisent cependact (ce que Ton n'aurait pas facilement devine par la 
forme des equations) a cinq equations independantes. En faisant donc A=l^ 
on trouve aisenient les autres coefficients B, C etc. et on obtient ainsi: 
^ = «V^f 4flcrf/+16ac«'-12örf'<?4 48c^e-32c'rf\- 

valeur qui peut ätre tiree d^une formule presentee dans mon memoire sur les 
hyperdeterminants, en y fesant &==0. 

16» 
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J'ai donne cet exemple poar faire voir qu'il serail iropossible de de- 
daire du nombre suppose connu des coefficients indetermines qui correspondent 
ä un ordre donne, le nombre des invarianls de ce m(me ordre. II est donc 
inatile de pousser plus loin cefte discassion. 

Note 1 sur rintegration des equations (A^. 

En ecrivant comme ci-dessus: 

il s'agit de (rouver une quantile (p, fonction de o,», ai, ... n„, o; et j^ qui 
salisfasse a ia fois aux equalions 

{Q-yd^)(f = 0, 
{Ö — xdy)(p = 0. 
Pour integrer ces equalions, j'ecris, corome plus haut: 



et aussi x =^ x — ly, y = y. Cela pose, je fais remarquer d'abord que 

-^ = /ij, , — ^ = 2a\ , et ainsi de suile. En considerant X corome fonction 

quelconque de rf», rii, ... a„, et en supposant que (p soit une fonction de 
^0 9 ^19 • • - ^n^ ^^ y^ OQ parvient assez facilement a Tequation idenlique 
(D— yfljy = (l-f-DA)(g' — ys^)^), oü g' est ce que devient g, en y 
ecrivant a,'j, a\^ ... a'^ au lieu de /7o? ^m • • • ^n- 

Nous pouvons donc satisfaire a ia premiere equation, en delerminant l 

au raoyen de 1 -|- gi = 0: equation qui serail satisfaite en ecrivant A, = s-, 

ou, si Ton veut, en delerminant il par ^^ = 0. Donc, en supposant toujours' 
que i. ait cette valeur, (p sera une fonction quelconque de a[), o^, . . . a!,, x\y\ 
c'est a dire d'un nombre it-f 2 de quantites. Ce sera donc Ia (comme Ton aurait 
pü facilement Ia prevoir), ia Solution generale de Ia premiere equation. Or 
en considerant tp comme fonction de 0,'^, o^, ... a'^; x', y\ ou, si Ton veut, 
de ^0 9 ^19^9 ••• ^ni ^\ if (ou at = ai-f^^ = 0), et en substituant cette 
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valeör dans requation (d — a?öy)9 = 0, on voit d'adord qae la Variation de 
la quantite X Fournit aa resaltal le terme 

el puisqae iMr^_-i-(«_i)aj__ g© reduil a n-^ — («— 1)^, oa enfin ä 
X' — — ^, ce lerme devient 



»0 



"o 

Le lerme —x'dy.tp se reduil a —{x'-\-i-if){—i.dx'-\-dy)ip, savoir ä 

et en meltanl pour an momenl 

M =z na.(ö„^ -I- iö„. + i-.e.;) 

+ («-l)a,( B,. + nr-'.ö.;) 

nous oblenons 



c'est ä dire 

Or en supposant qua D' est ce que devient D en y ecrivant o/,, a[^ ... a*„ 
au Heu de o,,, ai, . . . ^„, et en posant 

& = (0-iii)o,;ö„f, + (l-iii)/i;5„j-[-...(n-iii)a:öa;, 
on obtient, apres avoir fait une reduction un peut penible: 

(En effet les coefficients de d^^(p, da[(p etc. aux deux cöles de cette eqaation, 
deviennent les mämes apres des reductions convenables.) Donc enfin on a 

OD bien, pnisqae cette equation doit ötre satisfaite independamment de la ^uan- 



/ 
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tite l (qoi seul contient aO, eile est decomposee dans les deux equations 

{a!,(D'-x'dy)-{n-l)ai{a'-M'd..)]<p = 0, 

qoi, en y mettant d'abord a[ = 0^ pnis en rimettant Oa^ 02^ . , . a^, x, y 
au Heu de (il,^ ^^ «•• ün> ^\ y\ et en ecrivant 9^ B, «D, *a au lieo de 
^^ 0^ D, D, donnent en effet les Equations {C, D) dont je ine suis servi 
dans ie texte. 

Note 2. 

Je vais rösomer dans cetle note quelques formules qui feront voir la 
liaison qui existe entre les invarianis d'une fonction de itieme ordre et de 
la Tonction de (n— l)ieme ordre que Ton obtienl en redoisant a zöro le coef- 
ficient de y"*, et en supprimant le facteur x. 

II convient pour cela de considerer une fonction teile que 

(Ho, «1, ... a,){x,y\ = a.)a?--f-aiar'-V--+«ny', 
dans laquelle n^entrent plus les coefficients numeriques du binome (1-f d7)% 
äcrivons 

(Ho, ai,-..öj(ar,y)„ = aa{x — aj,jf){x — a^3f)...{X'-a„jf). 

Je tftche d'abord a representer les invartants au moyen des meines ce^^ ccs, . . . iz„^ 
et j*etends pour le moment le terme invariant a toute fonction sym^trique, 
ou non, des racines qoi ait la propriete caracteristique des invartants: fonctions 
qui jusqu'ici ont Me considerees tacitement comme rationnelles par rapport 
aux coefficients. 

Mettons d'abord 

Cette quantite V qui, egalee ä zero, exprime Tegalite de deux racines, et que 
je vais desormais nommer le „Discrimifiant^' de la fonction, sera une fonction 
rationnelle des coefficients, et d'un invariant proprement dit. Mais de plus, 
toute fonction teile que (cti — er,)" (a^ — a,)", . . ., et dans laquelle la somme des 
indices des facleurs qui conliennent «i, celle des indices des facteurs qoi 
contiennent aj etc. sont egales, sera un invariant; et en reunissant ces fonctions, 
pour trouver une somme en fonction symelrique des racines, on obtiendra des 
invartants proprement dits. Cela seit dit en passanl. Pour le moment il suffit 
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de prendre les invarianis les plus simples, savoir ceux de la forme 

K— «•)(«!- «4)' 
qui en effet sont des rapporls enharmcniqueif de quatre racines, prises a 
volonte. Soient Qi^ Q^^ ... Qn^ la fonction qoi vient d'ötre ecrite et les 
fonctions qae Ton en lire en mettant as, otq, ... a^ au lieu de a^. Les fonctions 
V.» Qi^ O2) ••• Qn-^ seronl des invariants independants, et le nombre de 
ces invariants est n — 2. Donc, tont aolre invariant sera ane fonction des 
quantites V, Qi^ Qz^ ... 0„^. Soit maintenant a^ = 0, et a„ la racine qni 
devient egale a zero. Les quantites Qi^ 02? ••• Qn^^ seront toujoars des 
rapports enkarmoniques de quatre racines de reqnation du (n— l)ieme ordre. 
II n'y aura que la seule quantite 0„.3 qui change de forme, et eile ne sera 
pas un invariant de la fonction da (n — l)ieme ordre. On voit aussi d'abord 
que le discriminant V se reduit a a^.iVu? en exprimant par Vu ie discrim^ 
nant de la fonction du (it — l)ieme ordre. (C'est je crois M. Joachimsthal 
qui a le premier remarque cette circonstance.) Donc, en supposant a„ = 0, 
f invariant de la fonction du itieme ordre deviendra une fonction de tf^-.iV<;9 
Om (?29 • • • On.4 et d'une quantite X qui n'est pas nn invariant de la fonction 
de (n— l)ieme ordre, mais qui sera toujours la mdme quel que soit Tinvariant 
dont il s'agit. En considerant les invariants proprement dits de la fonction 
de (ii~-l)ieme ordre, on peut former avec ces invariants des quotients /i, 
Ii^ • • • ^n^ du degr^ zöro par rapport aux coefGeients. Nous pouvons rem- 
placer par ces quotients les quantites (^1, 02) ••• Qn^^ et dire que finva- 
riant de la fonction de nieme ordre, en mettant a„ = 0, deviendra une fonction 
des quantites ai_i Vcm A 9 ^2 ^ • • '«-4 et X. 

Ces theoremes auront, je crois, quelque utilite pour les recherches 
ulterieures. Je les laisse ä cöte maintenant, et veux presenter une melhode 
assez simple pour caiculer les discriminants, 

Pour cela je remarque que les equations (^) en changeant, comme 
nous venons de le faire, les valeurs des coefficients, donnent pour les invarianis: 

{naoda,'\-in — l)aida, [-«t.i^aJ<iP = 0, 

(öiÖa.+ 2tf2Öai [-^^nda^,)<P = 0; 

et ces equations seront satisfaites en mettant pour (p le discriminant V Or 
pour a„ = 0, la fonction V devient aJ^iVo, ou, si Ton veut, — ai^iV©; donc 
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V sera generalement de la forme 

oü al"^ est la puissance la plus eievee de a^. Donc, en supposant que Vu 
seit conna^ et en mettant la premiere des eqoalions ecrites ci-dessus sous la 
forme (F+«„-iö„JV = 0, ou F= iia.,ö,. + (n-l)ii,ö,, ... 4.2fl,.,ö„^^, 
on obtiendra par la seale differentiation les coefficients B, C etc. En effet^ 
cette equation donne 

et ainsi de suile. 

Solt par exemple n — 3^ et considerons la fonction de troisieme ordre 
aa? ^ ßx^ y \ yxy^ '\ dj^, Le discriminani de clx^'\' ßj^y \-yy^ sera Aay—ß!^. 
Nous avons done 

el en mettant F=Sadß-\-2ß8y: B, C seront donnes par 

yB = Fiiaf-ß"/), 2yC = —F(B), 
c'esl a dire B=\daßY-Aß\ C=—21a\ el de lä: 

valeur qai correspond en effet ä la forme ordinaire 

en changeant d'une maniere convenable les coefficients. 
Londres, Stone Buildings, 23 Fevr. 1852. 
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5. 

Das elliptische Potential. 

(Von Herrn Dr. M. G. von Paucher, b. Secr. der kurländischen Gesellschaft für Literatur 
and Kunst, corr. Mitgliede der Akademie der Wissenschaften zu St. Petersburg.) 



(Diese, der Kaiserlichen Universität zn Dorpat bei der Jubelfeier ihres fonfzigjahrig«n Wirkens 
am "Z,^. December 1852 mit dem Glackwiinsch der karlandischen Geseilschaft für Literatur and Knnst 
überreichte Schrift ist nicht in den Bachbandel gekommen, sondern sind nar wenige Exemplare davon 
abgezogen ond diese sämmtHch von dem Herrn Verfasser verschenkt worden Sie erscheint, mit dessen 
Erlaubnifs, hier.) 



Uie Mecanique Celeste hat ein sinnreiches Verfahren gezeigt, Kräfte, 
die im umgekehrten Verhfiltnlfs des Quadrats der Entfernung wirken, aus einem 
durch Integration bestimmten Anziehungspotential mittels Differentiirung zu 
finden. (Siehe Livre IL 11 und Li vre IIL 4.) 

Sowohl Laplace selbst, als spätere Mathematiker, haben das Anzie- 
hungspotential vielfältig untersucht. Auf diese Theorie hier näher einzugehen 
wird nicht beabsichtigt. Es sollen nur einige eigenthQmliche Umbildungen mit- 
getheilt werden: einzelne Werkstücke eines Systems auf einem vielleicht 
neuen Felde. 

Nur die hauptsächlichsten Beziehungen sind ausgehoben. Das Bedflrfnifs 
der KQrze machte es rathsam. Alles zu unterdrücken, was einer weitern Aus- 
fahrung angehört, und was der Leser selbst einschallen mag. 

Der Ausdruck, den das Anziehungspotential vor der Integration hat, 
heifst das geometrische PotentiaL Dieses ist entweder ein lineares, welches 
dem Dreiec/c, oder ein elliptisches , welches dem Kegelschnitt entspricht. 
Derjenige Theil des Potentials, welcher sich blofs auf den Winkel bezieht, 
heifst das IndiciaL Dieses ist also ebenfalls, entweder linear, oder elliptisch. 

Ein im September d. J. der Kaiserlichen Akademie der Wissenschaften 
zu St. Petersburg vorgelegter Aufsatz zeigt die Entwickelung des linearen 
Potentials nach Indicialen. Diese Reihe ist ausreichend, um die Anziehung 
des Elrdsphäroids zu bestimmen. 

Hier wird zunächst diese erste Entwickelung kurz berührt werden. 
Daran wird eine zweite Entwickelung geknüpft werden, welche nach Potenzen 

Cr«lle's Joamat f. d. M. Bd. XLTH. Heft %, 17 
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der Seite fortschreitet. Man steigt so von dem einfachen Indicial zu dem 
aligemeinen linefiren Indicial hiiianf. 

Die Bestimmung der Axen eines Kegelschnitts führt auf das elliptische 
Potential und Indicial. Einige Eigenschaften desselben werden angezeigt werden. 

Als Anwendung wird die Aufgabe gestellt werden , die Anziehung eines 
gleichmäfsig dichten Ellipsolds auf einen fiufsern Ort, aus der Oberflächen- 
Anziehung herzuleiten. Man siebt hier, wie die Sfitze von Maclaurin, Laplace 
und Ivorjf auf einem beträchtlichen Umwege zu demselben einfachen Ausdruck 
fOhren, welcher in dem obengedachten Aufsatz durch ein anderes, nicht nur 
kürzeres, sondern auch allgemeineres Verfahren ermittelt worden ist. 



In einem Dreieck sei die feste Seite = 1 , die bewegliche und ver-* 
änderliche Seite =r^ der Winkel zwischen den Seilen = i^> eoatp s=z c, 
sint^ = cV die Gegenseite von i^ sei = e. 

Die Einrichtung Ififst sich immer so treffen, dafs r ein echler Bruch 
ist. Man hat alsdann: 

c'-\-c" = 1, r''\-r''= 1, 
e" = l-2rr-fr^. 
In Bezug auf c ist 

Das einfache Indicial = c, 
Das einfache Subindicial = c, 

dcx 

^^x-i — 779 

Die Entwickelung des linearen Potentials P nach Indicialen ist 

Die Gröfsen Ar enthalten blofs die Seite r, und heifsen daher Polentialseiten. 
Es ist 
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[j?(x+l)-f-(«-x)(ii-fx+l)r^JAr, 
-(2r + 2nH)^-r^r-^ = 0, 

K = Vor"" '\' hr^-"' . . . Pyr-+y + p,^,r-^y+^-... 

FOr it = — 1 oder fflr positive n ist A: ein geschlossener Ausdruck, 
dessen Glieder- Anzahl =^(ii-{-3) ist. 

Für u = — 3 oder n gröfser als — 3 ist k eine unendliche Reihe, 
welche durch MuHiplication mit einer Potenz von r' zu einem geschlossenen 
Ausdruck wird. Es ist 



(? = 



»m 



Ar'^ — (m — S)B = 0. 

Diese Gleichung stimmt mit der obigen fttr P, wenn m — n = 4 ist. 
Es sei also 

90 ergiebt sich fOr die Polentialseite / ein geschlossener Ausdruck ffir m=: 
oder 3>3. 

Enlwickelung des linefiren Potentials P nach der Dreiecksseite r. 

v{v — 1) . . (y+1 — x) 



^n =1 V, V 



1 . . 2 . 



Das linefire Indicial C ist blofs von c abhangig. 

17* 
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d. h. das lineare Indicial verwandelt sich fOr ft= — 1 in das einfache Indicial, 
und fflr n = — 3 in das einfache Subindicial. 

In diesen beiden Fällen ist also: 

1 < , 3 • , 3.5 • , , 3.5.7 • . 

Der obengedachle Aufsatz giebl die CoSfficienten von c^ und c^ för alle o?^ 
bis ar= 13. 

• 

Ffir ein positives n ist fOr alle Glieder, deren Zeiger x gleich oder 
gröfser als n-f-l sind, das linefire Indicial Ü^ durch </"+* theilbar. Der Quo- 
tient D^ ist ebenfalls ein lineares Indicial, und zwar dasjenige, welches dem 
negativen Exponenten — (it-f 2) entspricht. Mit gehöriger Berflcksichtigung 
der Vorzeichen ist: 

_^(n + 2) = t), 2'i[ = n),, 
= 1— n)ißir4 n>2A^^ .-» 



^.f+2 






£i. D. ^, _i/i —^^4 —143 13 '^^ 

r^*^ - - 11 2 

Von einer Ellipse seien M die Mitte, O ein Ort des Umfanges, JUO=^r 
der Halbmesser, JP und F^ die beiden Brennpuncte, 31F=3tFi=f die 
Brennweite, FO=^q und JP\0=:(>| die beiden Leitstrahlen, der Winkel 
FMO=rp, cosv^ = c, sin^==c*. 

Die Normallinie der Ellipse hälftet den Winkel FOF^ und trifft die grofse 
Axe in D. Um D sei ein Kreis beschrieben, welcher den Halbmesser MO 
berfihrt. Aus M und Q seien an diesen Kreis Berührende gezogen, welche 
in G zusammentreffen. Der Kreis D ist also dem Dreieck MOG einge- 
schrieben. Ein dem Dreieck FOFi umschriebener Kreis geht durch G. Die 
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Seilen des Dreiecks MOG sind: 

JUO=r, OG = <i, MiG=g = f£, 

q^ = r^ — 2dgr-\-ff', rf = cos 2v = 1 — 2c». 
Die beiden Halb-Axen seien a ond b, so ist: 

p« = r» -2crf-\-r, 9l = r»+2cr/'+ A 
-£=* - = t — = u ^ = e Si = g 3.z=E 

r ' r * r ' r * r *'r ' 

^ = 1—2«*+«^, «^ = 14-2c* + »^ 

jB^ = l-2*rH**> 

2/ = «-fe,, 2f = E-\-\^s', 2tt* = Ä+l— »*. 

In Bezug anf a sei das elliptische Potential ^ = r— ^ =^> 



** 



(«— !)« — <»» = 0. 
Das elliptische Indicial ^^ ist =— c"^^. 

Die Polynomialzahlen n sind 

, m(6— M) 
ni=—\n, 7i4= g-^ — , 

n(8— n)(10— w) _ _ «(10— n)(<2— m)(14— ») 

^«~ 2.4.6 ' "«~ 2.4.6.8 

u. s. w. 
Wenn c = cosV'/ so ist das Potential von a: 

(— ) =14" "i^f^ ■\- «4S4»*««.» 

(-)" = 1 — n, C'» % S' — 71« C" ©♦*♦ . . . 
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Wenn c = smip, so ist das Potential von b: 

(ly = 1 -f n, c" ©,*' + 71« f'^ ©««*+ TieC" ©6«* . . . . 
©^ = tu -f t,c' ^ i:y <?' • • -f c*-\ 

(a:-y)(ar + y-n)qy+(y+2)(r + 2-n)qy+, = 0, 
{x—y)ix-\-y — n)Xy.i-\-y(y—n)Vy = 0. 
Fflr jedes » ist ©i"' = 1. . 
Die Gleicbang der Ellipse 

a» = r'(l-f AV) = *'(!-[- i*), fflr sinv = c> 
oder fi* = 14-(ti-V— 1)»*, 
wird dadurch befriedigt, dafs: 

Für die aufeinanderfolgenden elliptischen Indiciale und das einfache 
Indicial oder Subindicial gilt nachsiehende Gleichung: 

ff(-3) 4- 2 ^ — W^-^) 4- 3 t-^""^)-^ g(-5 

, ^ (j:— 4)(x— 2)j: ^^^^ i m ^ i ia__1_iJ_j_l:_£.._-. 

S(-3) , ^ g(^) o. ('^-'^)^ ffi-T) 4. (j:-4)(j7— 2)x ^ 

^- ^2.r+l '"'-'' (2x-1)(2a-+1) ^— ♦^(2x-3)(2x-l){2jr + 1)| g^ 

tp-öj j ^ ' * '^ l ^ 

Beispiel der Anwendung des elliptischen Potentials. 

Die Kraft, welche die Schwere einer in sich abgeschlossenen elliptischen 
Schicht oder Schale auf irgend einen Ort ausäbt, verschwindet, wenn dieser Ort 
im Innern der Schale liegt. Betrachtet man also statt der elliptischen Schale ein 
massives EJlipsoId E^^ so ist die Anziehung desselben gegen einen innern Ort O 
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gleich der Schwere dieses Orts zu einem Ellipsoid E^^, auf dessen Oberfläche der 
Orf liegt; vorausgesetzt dafs beide Ellipsoide eine gleichmäfsig vertheilte und 
gleiche Dichtigkeit haben, und dafs sie einander ähnlich und ähnlichgestellt sind. 

Wenn sie durch Umdrehung eines elliptischen Meridians um seine Axe 
entstanden sind, so wirkt die Schwere nur in der Ebene des Meridians. Das 
von dem Orte O auf die Umdrehungs-Axe gezogene Loth sei = X, die 
Schwere, welche das Ellipsoid Ei oder E^^ in der Richtung dieses Loths her* 
vorbringt, sei =Mi. Eben so sei das auf den Aequator gezogene Loth = Y, 
die Schwere in der Richtung dieses Loths = Ad. 

Die beiden einander ähnlichen Ellipsoide £, E^^ haben eine gemein- 
same Excenlricität f|, so dafs 

COS^f, = -^ = -if = -_— Ai = lgf ist. 

Die Gröfsen ®| Xi sind blofs von dieser Exceatricität abhängig und 
oder Txir = 1-24^1 + 3. fiJ-4.|A?..., 






1- ik]+ |AJ- ik',.... 



Alsdann ist 



Der Ort O liege auf der Oberfläche eines dem Ellipsoid E^ confocalen 
Ellipsoids E von gleicher und gleichmäfsig vertheilter Dichtigkeit. Ihre ge- 
meinsame Brennweite sei =/*. Die Excentricität des Ellipsoids E sei e, die 
Halb-Axen seien a und b; dann ist 

;L==tg*, f=Xb=Xibi, f^'^ä' — b^^al-b]. 

Zu dem Ort O auf der Oberfläche von E bestimme man einen Ort o auf der 
Oberfläche von j&\, so dafs beide einen gleichen elliptischen Winkel haben. 
Die von o auf die Axe und den Aequator gezogenen Lothe seien x und y; 
dann ist: 

a ö, ' b A, 

So wie ilfi, iVi die vom Ellipsoid E^ auf den Innern Ort O her- 
vorgebrachten Anziehungen sind, so seien M, IM die entsprechenden, zu der 
Axe und dem Aequator senkrechten Anziehungen des Ellipsoids E auf den 
äufsern Ort o. 
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Ivory fand aus Betrachtang der Integrale, dafs unter den angezeigten 
Yoraussetzungen die Anziehungen wie die Producte der beiden Halb-Äxen 
sich verhalten, welche dem auf die Richtung der Anziehung senkrechten 
elliptischen Querschnitt angehören, und dafs 

O,*, «1*1 «tO|*l 



N= JNt = Y Xi = y — j-Zt ist. 



Es sei also 



r* 



® == r^@. 






1 > 



so ist 



Die elliptischen Potentiale sind: 

«; * 2**^ *T^2.4^* * 2.4.6^ '^•••' 

m|~' 2*^ * + 2.4*** * 2.4.6 *** *•■' 

u. s. w. 
Wenn man diese elliptischen Potentiale in @ und X s^st imA dabei 
die obigen Gleichungen zwischen den aufeinanderfolgenden elliptjagfcan Indi- 
cialen berficksichtigt, so findet sich: 

/Ä 4 3*21 3.9 • 4 3,11.13 • « 

5' 1 _ 3 e. 2 , 3,9 Tj 4 3.11.13 c^ « 

£in kflrzerer Weg zu diesen Ausdrücken zu geieufen ist m de« oben 
gedachten Aufsalz angezeigt, wo sie als einzelner Fall der allfeneinen An- 
ziehung vorkommen, welche ein Rotationssphärold von veftaderlicher Dichtig- 
keit auf irgend einen flufsern Ort aisflbt. 
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6. 
8opra un Teorema di Poligonometria. 

Nota di P. Tardy (Professore di Holemaliche in Genova). 

(Bstratto dagli Annali di ncienze matematiche e fisiche, pubblicati in Roma Marzo 18S2 ) 



J^el fascicolo di maggio dello scorso anno de'Naovi Annali di Mate- 
matiche del Sig. Terquem il Sig. Prouhet ha proposto la seguente qaistlone. 

Po essende Tarea di nn poligono convesso di n lati, P( qaella di un 
poligono avente per vertici i punti di mezzo de' lati del primo, Pj qaella di 
an poligono avente per vertici i punti di mezzo de'lati del secondo, o cos! 
di seguito, si ha 

j, .^»--XS-'^'T OX5 ^* 

J_^ ■■NKn-« (>'*-2')(»*-4')....[n*-(n-2)*] „ _ 

'T^—^) 2.3.. ..(»—i) ''««-J) — W 

per n pari; e 

^ .^" 2—^^+ 2X4 ^' 

(-1) 2.3. ...(»-!) ^*^K"-« — " 



• • • 



(n-l) 

per n impari. 

La dimostrazione generale di tali formole e lo scopo di qaesta nota. 
Premettiamo un lemma. 
Abbiasi la serie ipergeometrica 

Cangiando a in a-flf e /? in /^-j-l« otleniamo la relazione 
allo stesso modo avremmo 

Grelle*! Joainal f. d.M. Bd.XLVII. Heft 2. 18 
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e in yirtü della (6) questa equazione potrebbe ridnrsi alla forma 

9>(«-}-2,/9+2,y,(y,«) = y(a,^,y,J,e) + Ai9>(«,/5+l,y+l,<y+l»«+l) 

e cosi per an' applicazione continaala della relatione (V) perverremo ad nna 
formola generale siffatta 

(c) { -|-C.y(«,/?+l,y+l,«J+l,« + l)+... 

Da qui conchiudiamo che se per valori particolari di x, a, ß, y, d, e si abbia 

« 

indicando con fi un intero qualanqae, sara anche la serie primitiya (a) sempre 
nolla quando, senza mutare x, y^ S ^ b, si accrescano a e /? di un numero 
intero qualsivoglia m. 

Ciö posto siano x^^ yi; x^^ y^; •••- ^n> Yn le coordinate de' verlici 
del poligono dato; quelle de'verlici del primo iscritto saranno 

i(^i+^2), iCri+r^); ^(^2+^3), i(r2+y3), .... l(^.-f ^1), i(yn+yi); 

quelle deVertici del 2^. iscritto 

i(^i+2a?, + ar3), i(yx + 2y, + y3), .... K^n + 2ar, -f :r,) , i(yn + 2y,+y,) 
e in generale chiamando x^^^^ y^^^ le coordinate del vertice (q) del poligono 
iscritto delFordine (/i), avremo 

o?e per brevita abbiamo posto 

,„N _ P(P—^) (/> — m + 1) 

i./^;m — 1.2.3.... m ' 

ed ove bisogna prendere gl'indici delle x e delle y uguali al resto della divi- 
sione di esse per n, quante volte riescissero maggiori di it. 

Se supponiamo p <[ n, siccome (p)„ = quando m ^ p, potremo 
scrivere i valori delle coordinate x^g^\ y^^^ a qnesto modo 

y^^ = '^((p)oyq + (;')iy7+i +••• + (/^X-^y» + (;^)«-<7+iyt+-+(/^)n.i y^-O- 
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Ora egli e nolo che la saperficie Pp di detto poiigono e data dalla espressione 

Sostiluendo per queste coordinate i loro valori e raccogliendo il coefficiente d, 
del termine generico x^yg+s si trovera con un poco d'attenzione 

+ (p)n-.+l(p)o+ (P)n^.+2(p)l-\ |-(;^)«-l(;^X-2 

— (PUp)s^l—{p)l(P)s^2 {P)n^,^2(p)n^l 

— (p)n^s^l(P)i) — {P)n^s{p)l (PX^lipW* 

Osserviamo che questo coefficiente e indipendente da ^ e dipende solo da s, che 
svanisce per ^ = 0, e per ^ = |n nel caso che n fosse pari ; che rimane lo stesso 
se la differenza fra gFindici delia y c della x e s — n; che cambia soltanto di 
segno se questa differenza diviene — s, ov vero n — s. Non e dunque necessario di 
valutarlo al di la di * = ^(n — 2) se n e pari, o di s = ^(n — 1) se n e impari. 
Se denotiamo pertanto con A^ la somma de' termini ne' quali la diffe- 
renza fra gP indici sia eguale ad Sy oppure ad s — n, diminuita della somma 
di quelii ne' quali questa differenza sia — s ovvero n — s, cioe se poniamo 

— ^*+iri— ^•+2X2 ar^Xn-a— ^ir«-*+i a?,y„ 

e chiaro che otterrerao 

Pp = eiA,'\-e2A2-\ [-ö^n-2)^K»-^) per n pari; 

e 

Pj, = öi^i-fÖ2^2-| h^K»-i)-^*(«-i) P®^ ^ impari, 

Ora se limiliamo Tordine p deir ultimo poiigono iscritlo ad ^(n — 2) se n e pari, 
o ad ^(n — 1) se n e impari, i coefficienti binomiali (p)»^^, (p)n^t^i^ — {p)n^i 
s?aniranno tutti, e il valore di 0^ si ridurra a 

— (Po)(PUi — (PUP)s+2 — (P)2{PUZ (P)p^-i (P)p — (P)n^^l(p)0y 

Dalla formoia generale 

(ii + r)^ = Cti)«(r)u+(ii)«-i(i>)i + :ti)^-2(t?)2 + ---- + (w)i(t^)m^^ 
(V. Cauchy Cours d^ Analyse Ch.lV §. 3.) facendo 

u =^ V = p, m = p — s-]-!^ 
e rammentando che 

si ricava 

(.PUpl^i + {p)i(P). + (p)2{pUi + -^ + (p)p^s^'iP)p = (2p),>-*+ii 

18* 
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e facendo 

m = p — 8 — 1 

e si vede che bisogoa prendere (2p)^i = 0. 

L'ultimo termine di 6, cioe {p)„^s^i(p)o sara sempre nollo eocetto il 
caso di s = ^(n — 1), perche allora diviene (p)^n^i)^ © per p=j^(n—l) 
e uguale airunita. 

A qaesto modo avremo 

2'P-^'P, = A,l(2p),-{2p)^,'] + A,l(2p)^,-{2p),^,']^ 

+ ^i+Ä 1(2/^ W - (2;i)p-»-2] + • • • • 
H-^Kn-i)[(2;^W«-3) — (;')k«-i)]9 w impari, 
Avendo rigaardo in seguito alPaguagliaDza 

possiamo scrivere 
se it e pari, e 

se n e impari. — In qaesle equazioni Bisogna sostitnire al coef&ciente di nn 

termine qualunque, per esempio di A^^i, cioe alla quantitä --^(2;'-{-l}p.k.i 

p k 

la quantitä ^i2p)p^k = ^ qnando p diviene uguale a k. 

Fatte queste sostituzioni nelle formole del Sig. Prouhet, ed avato ri- 
guardo che P^ e la prima a introdurre Ai^.i, conseguiremo , cominciando 
dal caso di n pari, pel coefficienle di A^^i la segaente serie 
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, ■.a (»«*-2')(«*-4«)....[«»-(2t)'] 1 /. _ «l-(2*+2)!li±A/o*, , ON 
^ *' 1.2.3...(2&+1) 2«+i\* (2A+2)(2A+3) 2 1 ^^'^T^h 

, [n'-(2t+2)«][>«'-(2A:+4)«] 1 l + <r . ■ _ 
■T'(2&4-2)(2A+3)(2&+4)(2Ä-f5)2> 2 '^*"T»-'i '••• 

./ ixH..-.)-» [»M2H2)'1[>'M2H4)*][«M>.-2)'] J H-<= .„ .x >) 

^^ ' (2*+2)(2*+3)...(»— 1) 2''-'-'*-^4(«-2)-A'> *>'K-*«-*)/ 

Consideriamo la serie entro parenlesi e poniamo ^n=r, essa polrä mettersi 
sotto la forma 

1 r— <r— tr-fft + 1 ■ (r— ft— l)(r— t — 2) (r-f^+lKr-}-A+2) 
1 2AH-3 "r 1.2 (2A+3)(2Ä+4) 

(1) ( (r— t— l)(r-A-2)(r— A— 3)(r+ft + 1)(r+A+2)(r+*+3) 

1.2.3 (2A+3)(2A-)-4)(2A-f-5) 

+ 

II piü piccolo valore che possa ricevere r per un dato valore di Ar e evi- 

dentemenle k-\-2^ poiche per arrivare sino a Pi bisogna che rultimo indice 

di P nella formola (^) cioe i(w — 2) sia per lo meno = k. Ora io dico 

che la Serie (1) e sempre uguale a zero, infatti essa e un caso parlicolare 

della Serie (a) del lemma e si deduce da questa ponendo 

« = r — A:— 1, /?=r=r + A: + l, (y==2A? + 3, y=r« = :r=l. 

Di piu per r = A:-f-2, essa e manifeslamentc nulia, e tale si mantiene 

crescendo ß^ d, y, e di un numero intero qualsivoglia fi, dunque pel suddeito 

lemma la serie (1) e sempre uguale a zero per valori interi qualunque di r 

e di Ar purche sia r!>Ag-j-2- 

Con ciö resta pienamenle dimostrata l'equazione (A). 

Passando al caso di n impari, fatta la sostituzione deiraltro valore 
di Ppj avremo pel coefficiente di A^^j, la seguente espressione 

^ ^'^ 2^^+* 1.2.3. ...(2*) V* (2A+i)(2*+2) 2 1 v^'^T^-^" 

I [n'-(2* + in[^'-(2*+3n 1 1+t .g. , .. ^ 



• * • • 



(2A+l)(2A+2)(2A-f3)(2A+4)2» 2 

[„«_(2A-}-l)'][n«-(2A+3)«] . . . [«*-(„-2)*1 i__L\±_r^^ ^ 

(2A + l)(2A+2) ...(n—t) 2—«-* ^(«— 1)— A '^'»-'K'-J)-*/ 

Pel caso perö di k = i(n — 3) queslo valore non e piü esalto, ed invece il 
coefficiente di A^^„_l) sarä 

. t,„_.„ (n*-l«)(>.»-3') . . . [««-(,1-4)*] 1 o^ 

^~^^ i.2....(,»-3j 2^^»-^;., 

qaantilä manifestamenle nnlla. 
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Ponendo poi nella serie eniro parentesi del coefGciente di A^+i, ^(n— l)=r, 

e riducendo vedremo ohe essa si paö scrivere cosi 

. r-k r+/f+l 2t-f-3 , (r-k)(r-k-i) (r-\-k+i)(r-i-k-\-2) {2k-^3){2k^b) 
* 1 2A-f-3 2ifc-f-i ' O (2* +3) (2*4- 4) (2*-)-l)(2&+3) 

(r-*)(r— *— 1)(r— *-2) (r+*+l)(r+ft+2)(r4-*+3) (2Ä!+S){2»+5) (2*4-7) 



1.2.3 (2*H-3) (2*+4) (2*+5) (2*+* ) (2*+3) (2*+5) 

4- 

La quäl serie derivasi pure dalla (a) del lemma prendendo 

U piü piccolo valore di r e = A: -f 2, e per esso tosto si verifica che la serie 
riducesi a zero, e che rimane nulla ancora crescendo ßj y, d, e di un nomero 
intero qualunque fi; dunque si annuiierä per valori interi qualsivogliano di r 
e di k, purche r>k'{'2; e cosi viene pure dimostrata Tallra equazione del 
Sig. Prouhet pei caso del poiigoiio di un numero impari di lati. 

Facciaroo da ultimo avvertire che le formole QA) e (B) si verifiche- 
rebbero immediatamenle se il poligono fosse regolare. Infatti detto allora ^ 
il lato del poligono dato, ^i quelle del primo iscritto, ^2 quelle del secondo^ 
e cos! di seguito si avrebbe 

e gli apolemi di questi poligoni sarebbero rispettivamenle 

Sieche olterremmo in generale 

operate quindi le sostituzioni nelie note formole 

senno: = nsenxcosar(^l — j-yg-sera?-}-^^ — . 2 3 4 5 — ^^®" ^~ "'v 
per n pari, e 

cositd? = cos-t(^l j-5— sen^a?-[-^ — . 03 4 — ^sen*a?— --.J 

(n — 2^ n 

per n impari, prendendo x = - — , ne ?errebbero tosto fuori quelle date 
dal Sig. Prouhet. 
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1. 

Über den ersten der von Gaufs gegebenen Beweise 
des Reeiprocitfttsgesetzes in der Theorie der qua- 
dratischen Reste. 

(Von Herrn Professor 6. Lejeune Dirichlei zu Berlin.) 



Unter den zahlreichen Beweisen des Fondamentallheorems der Lehre 
von den quadratischen Congruenzen hat mir der früheste, von Gaufs schon 
im Jahre 1796 gefundene und in den Disq. arithrn. sec. IV bekannt gemachte 
immer besonders merkwürdig geschienen, sowohl wegen des so einfachen Ge- 
dankens, welcher demselben zu Grunde liegt, als auch deshalb, weil dieser Be- 
weis, so viel ich weifs, der einzige ist, in welchem die Betrachtung das Gebiet 
der Congruenzen zweiten Grades, welchem der Satz wesentlich angehört, nirgend 
verläfsl, wogegen die übrigen Begründungsarten auf Principien beruhen, die 
diesem Gebiete mehr oder weniger fremd zu sein scheinen *). Wenn aber dieser 
schöne Beweis die Kürze vermissen läfst, welche einige der späteren in so 
hohem Grade auszeichnet, so liegt dieser Mangel nicht im Wesen der Methode 
und hat vielmehr seinen Grund in dem zufälligen Umstände, dafs zur Dar- 
stellung gewisser Beziehungen, welche bei dieser Behandlungsweise häufig wie- 
derkehren, kein zur Rechnung geeignetes Zeichen benutzt ist, wodurch es 
nöthig geworden ist, acht verschiedene Fälle zu unterscheiden, von denen 
jeder wieder in mehrere Unterabiheilungen zerfällt. Durch Einführung des 
zuerst von Legendre gebrauchten Zeichens in der allgemeinern Bedeutung, 
welche Jacobi demselben später gegeben hat, und durch einige andere Ver- 
einfachungen, welche jedoch das Wesen des Beweises eben so wenig ändern, 
sieht sich dieser in solchem Grade zusammen, dafs er kaum noch hinter einem 
der übrigen hinsichtlich der Kürze zurückzustehen scheint, in so fern man näm- 
lich nicht unberücksichtigt läfst, dafs ein Theil der in demselben vorkommenden 



*) Gaufs selbst beurtheilt seinen ersten Beweis in einer spätem Abhandlung (Comtnent. 
90C. Gott, voL XVI pag, 70) wie folgt: „Scrf omnes hue demonsfrafiones, eiiamsl 
respectu rigoris nihil dcsiderandnm relinqucre vidcantur, e principiis nimis heie^ 
roaeneis derivaiae sunt, prima forsan ejucepia quae lamen per ratiocinia magis 
Imoriosa procedit, operationibusquc proUrioribus prenUtur. 
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Entwicklungen für die Theorie der quadratischen Reste auch dann unentbehr-* 
lieh bleibt, wenn man för das Reciprocitatsgesetz eine andere Beweismethode 
wählt. Ich habe einer auf die angegebene Weise vereinfachten neuen Dar- 
stellung dieses Gegenstandes um so mehr einige Seiten widmen zu dörfen 
geglaubt, als mir die Erfahrung wiederholt gezeigt hat, wie sehr angehenden 
Mathematikern das Verständnifs der früheren durch die grafse Anzahl der darin 
unterschiedenen Falle erschwert wird. 

In diesem ersten Paragraphen sollen einige für das Folgende unent«^ 
behrliche Elementarsätze und Definitionen angeführt werden. 

Je nachdem die Congruenz 

x^ ^ k (mod. //t), 

in welcher k eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet, möglich oder 
rieht möglich ist, heifst k quadratischer Rest oder Nichtrest des Moduls m^ 
dessen Zeichen natürlich gleichgültig ist. Es ist zu unserem Zwecke gestaltet, 
k und m immer ohne gemeinschaftlichen Theiler vorauszusetzen. Für den 
besonders wichtigen Fall, wo m eine ungerade Primzahl p ist, soll das Zeichen 

^— ^ die positive oder negative Einheit bedeuten, je nachdem k quadratischer 

Rest oder Nichtrest von p ist. 

Der bekannte Satz, dafs das Product k'k^'... quadratischer Rest oder 
Nichtrest von p ist, je nachdem diejenigen der Factoren k', k\ ..., die qua- 
dratische Nichtreste von p sind, in gerader oder ungerader Anzahl vorhanden 
sind, wird mit Hülfe unseres Zeichens durch die Gleichung 

(^^) = (fXf") - 

ausgedrückt. 

Für die Möglichkeit der Congruenz a?^ ^ Ar (mod. />®) , worin (Q>i^ 

ist offenbar die Bedingung ^ — j=^ 1 erforderlich und man beweist auch leicht, 

dafs, sobald diese Bedingung erfüllt ist, die Congrueuz für jeden Werth von 0) 
lösbar ist. Anders verhält es sich mit der Congruenz x^ =-. k (med. 2^). Für 
m=l hat die ungerade Zahl k keine Bedingung zu erfüllen; für CD = 2 und 
ci>^3 dagegen besteht die zur Lösbarkeit der Congruenz nölhige und auch 
ausreichende Bewegung resp. darin, dafs k die Form 4.u4-l oder 8^-f 1 
habe. Ist der Modul in unserer Congruenz das Product von Potenzen ver- 
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schiedener .PrimKablen , so ist es för die Möglichkeit derselben nöthig und 
ausreichend, dafs sie nach den verschiedenen Primzahlpotenzen lösbar sei. 

Wir WQllen jetzt dem oben för den Fall definirten Zeichen (— )^ wo p 

eine ungerade Primzahl bezeichnet, die in der positiven oder negativen Zahl k 
nicht aufgeht, eine allgemeinere Bedeutung geben, und in der Voraussetzung, 
dafs die ungerade Zahl m, deren Zeichen gleichgültig ist, mit k keinen ge- 
meinschaftlichen Theiler habe und in ihre gleichen oder ungleichen Primfacto- 
ren p', p", p'", . . . zerlegt sei, so dafs also m = pyp^",..^ unter dem 

Zeichen (^ — J das Product (— y ("ir} ("TTr) • • • verstehen. Wie leicht zu sehen, 

kann in einem solchen Symbol statt k eine nach dem mod. m mit k congruente 
Zahl gesetzt werden und gelten för solche Symbole die beiden Gleichungen 



(i)(i) = (S. 0(v) = ( 



V-) 



rk\ 



Es ist aber nicht zu öbersehen, dafs (^ — j zur Congruenz x^^k (mod. m) 
jetzt nicht mehr dieselbe Beziehung hat wie früher, wo m eine Primzahl 
war. Ist die Congruenz lösbar, so folgt zwar noch, dafs ^ — } = ^> ^^ ^'^'^ 

dann nach Obigem alle Factoren, als deren Product wir (^ — j definirt haben, 

der positiven Einheit gleich sind, aber man kann oifenbar nicht umgekehrt von 

der Bedingung ^-^J=l, auf die Möglichkeit der Congruenz schliefsen. 

Schliefslich soll noch bemerkt werden, dafs, m immer ungerade vor- 
ausgesetzt, die Möglichkeit der Congruenz /or^ ^ Ar (mod. m) , wenn darin k 

und / relative Primzahlen zu m sind, die Gleichung (^ — J=l ^"^ Folge hat, 

-wie sogleich erhellet, wenn man die Congruenz in die Form {Ixf ^ kl bringt. 

§. 2. 
Wir kommen nun zu dem eigentlichen Gegenstande dieser Abhandlung, 
zu den Kriterien, durch welche für eine gegebene positive oder negative 
Zahl k die einfachen ungeraden Moduln p, deren quadratischer Rest k ist, 
von denjenigen unterschieden werden, zu denen k das entgegengesetzte Ver- 
halten hat. Da nach dem oben angeführten Satze die verlangte Unterscheidung 
auf die Ähnliche hinsichtlich der Primfactoren von k zurückkommt, so haben 
wir nur die drei Fälle zu untersuchen, wo k einer der Zahlen — 1, 2 oder 

Crelle*8 Journal f. d.M. Dil. XLVII. Heft 2. 19 
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einer positiven ungeraden Primzahl q gleich jsl. FCIr diese drei Ffille sind 
die gewünschten Kriterien in den folgenden Gleicbongen enthalten, in denen 
die ungerade Primzahl p Wie q positiv und von q verschieden ist. 



w (^) = (-i)*^-", (*) (4-) = (-1)*""-". 



w (f)(f)-(-i)«*- 



Nach der ersten dieser Gleichungen ist ( j=zJ^\ oder — 1, je nachdem 

p in der Form 4^-{-l oder 4^-f3 enthalten ist, nach der zweiten bat man 
(— )=1 für // = 8.a-f 1,7, dagegen (—)= —1 für /i = 8u-f 3, 5, und 

nach der dritten ist immer yß-\z===(J^^ ausgenommen wenn beide Primzahlen 

py q die Form 4^ -f 3 haben, in welchem Falle T^) = — (— ) ist. 

Die Gleichungen (a) und (bi) sind für gewisse besondere Fälle leicht 
zu beweisen. Für die erstere ist dies der Fall, wo p die Form 4/i-|-'^ ^^^^ 

und also (^^—^=i — 1 sein mufs. Fände diese Eigenschaft nicht ffir alle 

Primzahlen 4^ -{-3 Statt, so sei p die kleinste, für welche (^I=-.)==l. Dann 

kann man setzen ^-\-\ ^=^ph^ und wenn mauf wie es immer geschehen kann, 
e<Zp und zugleich gerade wählt, wird auch A<Cp und in der Form 4/^4' ^ 
enthalten sein. Die Zahl A hat aleo einen Primfactor r<Cp von derselben 

Form 4;* -{-3, für welchen aus dier Gleichung (—-) == — 1 folgt, was unserer 
Voraussetzung widerspricht. 

Um zweitens zu beweisen, dafs immer ( — j= — 1, wenn p in einer 

der Formen 8a -f 3, 5 enthalten ist, nehme man an, es gebe Primzahlen von 
dner dieser Formen, für welche der Satz nicht Statt findet, und bezeichne 
mit p die kleinste derselben. Man kann dann wieder setzen e^ — 2 = pA, und, 
wenn man ^ungerade und zugleich <Cp wählt, wird wegen e^ — 2 = 8//-f 7, A 
der Form Sfi-^S^ 5 von p entsprechend die Form 8/jL'\-5^ 3 haben und 
überdies <C p sein. Da nun aus Primfactoren , die sämmtlich in einer der 
Formen S/t-fl? '^ enthalten sind, keine Zahl 8^^4-3,5 entstehen kann, sogiebt 
es also einen Primfactor r von A, welcher die Form 8/i-f ^9 ^ "^^^ ^^^ f^r 

den nach obiger Gleichung unserer Voraussetzung zuwider, (^ — J ==: 1 wäre« 
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Den in ganz ähnlicher Weise zu fahrenden Beweis, dafs C^^^=z — 1, 

wenn p eine der Formen S(i'\-f^^l hat, werden wir der Kürze wegen über- 
gehen. Bringt man dieses letztere Resultat für den Fall, wo pz^S/t-j-?, in 

die Foi'm (^ — ^(^^—^=1 — 1, und bemerkt, dafs nach Obigem, da die Form 

8^-f7 ein besonderer Fall der Form 4^-}- 3 ist, {^—^= — 1, so erhält 

man für die Primzahlen p=8,a-j~7, ( — j-= 1, so dafs also jetzt der Satz (b) 
für alle Primzahlen bewiesen ist, die nicht in der Form S/t-f* 1 enthalten sind. 

§. 3. 

Ehe wir die in dem vorigen Paragraphen aufgestellten Gleichungen 
allgemein zu beweisen unternehmen können, 9ind aus diesen als richtig vor- 
ausgesetzten Gleichungen einige Folgerungen zu ziehen, denen wir folgende 
Bemerkung vorausschicken. 

Will man für ein Pröduct R = 77r ungerader Factoren r den Rest nach 
dem Divisor 4 bestimmen und bringt jeden Factor r in die Form (r — 1)4- 19 
so kann man bei der Multiplication alte Glieder weglassen, in denen erste 
Theile dieser Binomien in einander multiplicirt vorkommen. Es ist also 

R = l-f-S-Cr— 1) (mod.4) 

oder \{R — 1) und 2^{r — 1) sind gleichartige d. h. entweder beide gerade 
oder beide ungerade. 

Auf dieselbe Weise folgt aus R^ = Ilr^, da jedes ungerade Quadrat t^ 
die Form 8fi'\-i hat, 

Ä^ = l + :2'(r'— 1) (mod.64) 

und daraus wieder die Gleichartigkeit der Zahlen -^{R^ — i) und 2^(r^ — 1). 
Mit Hülfe dieser Bemerkung ist es nun leicht, aus den obigen Glei- 
chungen die folgenden allgemeinem von gleicher Form abzuleiten, in welchen 
P und Q irgend zwei positive ungerade Zahlen bezeichnen, die keinen ge- 
meinschaftlichen Theiler haben: 



C*^') (|)Q = (-i)«'"''*'^'^- 



Setzt man P=zITp, wo p jeden der gleichen oder ungleichen in P enthal- 
tenen Primfactoren bezeichnet, wendet auf jedes p den Satz (a) an und 

19» 
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multiplicirt alle so entstehenden Gleichungen in einander, so erhält man 

welches Resultat in die Gleichung (a') flbf^rgeht, wenn man den Exponenten 
mit der mit ihm gleichartigen Zahl |(P — 1) vertauscht. Auf dieselbe Weise 
erhellet die Richtigkeit des Satzes (&'). Zum Beweise der Gleichung (O 
zerlege man auch Q in seine einfachen Factoren (/; die erste Seite kann dann 

als ein Product von Ausdrücken der Form (—}(—) dargestellt werden, wo 

jedes // mit jedem y zu combiniren ist. Setzt man für jeden solchen Aus- 
druck seinen durch die Formel (c) gegebenen Werth, so ergiebt sich 

(f)(|) = (-lF«'^'^*^'-'^ 

wo das Summenzeichen alle Combinationen p, q umfafst. Die Summe ist daher 
das Product der Factoren :2\(p — \) und •2'^(y— 1), für welche man die 
mit diesen gleichartigen Zahlen \{P—\) und \{Q — \) substituiren kann, 
und so die Gleichung (c') erhält. 

Durch Multiplication der Gleichungen (a') und (c') erhält man 

Man sieht Mso, dafs die Gleichung (c') noch richtig bleibt, wenn man sie auf 
die positive Zahl P und die negative — Q anwendet und für diesen Fall eine 
Folge von (n') und der ursprünglichen Gleichung (c') ist. Eben so ist diese 
letztere offenbar eine Folge von (tf') und der auf die Combination P, — Q 
angewandten Gleichung (c'), und dieselbe Bemerkung findet natürlich auch 
auf die Gleichungen (jf) und (c) Anwendung, die in unseren gegenwärtigen 
enthalten sind. 

§. 4. 

Um nun die Sätze (a) und (c) allgemein zu beweisen, geben wir von 
der Voraussetzung aus, dafs beide bis zu einer beliebigen positiven ungeraden 
Primzahl q ausschliefslich gelten, d. h. dafs der erste für jede positive ungerade 
Primzahl, welche <C q^ der zweite für je zwei solche Primzahlen Statt findet. 
Läfst sich dann aus dieser Voraussetzung ableiten, dafs Gleichung (a) für q 
gilt, und Gleichung (c) für jede Combination p, q, wenn nur die positive 
ungerade Primzahl p kleiner als q ist, so sind beide Sätze, da sie für die 
ersten Primzahlen offenbar richtig sind, allgemein dargethan. 
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Es ist leicht einzusehen, dafs der zu gebende Nachweis sich auf die 
Erledigung von folgenden zwei Puncten reducirt. 

Erstens ist zu zeigen, dafs, wenn für ein in W r=:: +p geh/irig ge- 
wähltes Zeichen , ^—J = 1 ist, man der Gleichung (c), auf die Combination 
g, m angewandt, gemfifs (|.) = (—)(—! )K9-i)»Kt»-i) = (_i)K9-i)4(o>-i) hat. 

Zweitens ist, wenn q die Form 4/^-{-l hat und (^^J= — 1, daraus 

^—J= — 1 abzuleiten und zugleich zu zeigen, dafs dieser zweite Fall für jedes 

y der Form 4,a-[-l Statt findet, d. h. dafs es unter den Primzahlen /^^ welche 
kleiner als q sind, immer wenigstens eine giebt, welche quadratischer Nicht- 
fest von q ist. 

Hat nämlich q die Form 4;^-f 3, so ist die Gleichung (n) fflr q schon 
bewiesen und es ist daher nach dem am Ende des vorigen Paragraphen Be- 
merkten gleichgQltig, für welche der Combination p, q und — p, q man die 

Richtigkeit der Gleichung (c) zeigt. Aus ^^^^^=—1 folgt aber (^^^== — (-^\ 

d. h. eine dieser Combinationen ist immer unter dem ersten Falle enthalten. 

Ist dagegen q von der Form 4/t-|-l, so folgt aus der Annahme (—J = l, 

nach dem ersten Falle (wenn man ci} = p setzt), (J^J==i^ aus der Annahme 

(— )=— 1, nach dem zweiten (-^j=: —1, wie es sein mufs; dafs aber auch 

\j—)= 1^ erhellet wie folgt. Fflr eine zum zweiten Falle gehörige Primzahl p 
hat man (— ) = —1, (— ) = —1. Wäre nun (— ) = —1 und folglich 

^— )=1, SO würde sich aus dem ersten Falle ^-^ J = 1 ergeben, welches 

Resultat dem aus dem zweiten Falle abgeleiteten widerspricht. 

Ehe wir dazu schreiten, die vorhin näher bezeichneten zwei Puncto 
zu erledigen, mufs bemerkt werden, dafs die zu Anfang dieses Paragraphen 
gemachte Voraussetzung nach der im vorigen gegebenen Ableitung der Glei- 
chungen (a') und (c') aus den Gleichungen (a) und (c), offenbar die Richtig- 
keit der Gleichung (jcf) fflr je zwei ungerade relative Primzahlen involvirt, 
wofern diese nicht beide negativ sind und die in ihnen enthaltenen Prim- 
factoren sämmtlich kleiner als q sind. 
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§. 5. 
Nach der im ersten Falle geltenden Bedingung C^j =s 1 , kann man 

setzen e^ — cD = qf. Nimmt man in dieser Gleichung, wie es immer geschehen 
kann, ^.gerade und zugleich <iq an, so wird /* ungerade, positiv*) (da der 
numerische Werth p von o> kleiner als q ist) und ebenfalls <C q sein. Unsere 
Gleichung erfordert nun eine gesonderte Behandlung, je nachdem f durch & 
aufgeht oder nicht aufgeht. 

I. Ist f nicht durch W theilbar, so hat man nach $.1., {-p-J = ^^ 

^— } = (--) ^—)= 1, und hieraus durch attultiplication und Anwendung von 

Gleichung (c') auf die Combination f, m, (^) = (—l)K/^*> *<»-*>. Anderer- 
seits folgt aus obiger Gleichung, in welcher e gerade ist, dafs \(f — 1) und 
^((/— 1)4-7 (^~F1) gleichartige Zahlen sind; substituirt man also im Expo- 
nenten die letztere statt der ersteren und Idfst \(Jii^ — 1) als gerade weg, so 

erhält man, wie es sein mufs, (-5L) = (—l)«^-*> *(»-*>. 

IL Enthält f den Factor a>^ so setze man e = üa%, fz=zm(p, so dafs 
cD und 9) gleiche Zeichen haben. Aus der so entstehenden Gleichung €]^£^ — ^=^^<P> 

folgt dann (~)=1, (■=^) = ©(^) = 1^ «od hieraus durch Multipli- 
cation und Anwendung von (c') auf die Zahlen o>^ — cp, deren nur eine ne- 
gativ ist, (^) = (— l)Kro-i)Ky+i)^ oder da \{q—\) nnd i(9) + l) offenbar 

gleichartig sind, (^)=(_l)i(v-i)K»-i). 

§. 6. 
Die für den zweiten Fall Statt findende Voraussetzung ^— ^ = — 1, 

^ = 4/t-f I9 erlaubt nicht unmittelbar wie im ersten eine Gleichung anzu- 
setzen. Es ist vorher die Existenz einer Hülfsprimzahl p'<iq nachzuweisen, 

welche die Bedingung \^^==z—\ erfüllt. Hat q die Form 8^-f 5, so bietet 

dieser Nachweis keine Schwierigkeit dar; q — 2 hat nämlich alsdann die Form 
Sfi'\'Z und folglich einen Primfactor p^<iq von einer der Formen 8^-f-3, 5, 



*) Im Folgenden bezeichnen die lateinischen Buchstaben wesentlich positive Zahleii, 
die griechischen dagegen solche, die positiv oder negativ sein können. 
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far welchen y 5= 2 (mod./y') und folglich ^-2.^ = ^—^, oder nach §.2., 

Nicht so leicht ist es die Existenz von p' zu zeigen, wenn ^ in der 
Form 8u-f 1 enthalten ist. In der Noth wendigkeit, den Nachweis auch ffir 
diesen Fall zu liefern, lag vielleicht die gröfste Schwierigkeit, welche Gaufs 
bei der ersten Begründung des Reciprocitätssatzes zu fiberwinden hatte. Er 
gelangte dazu durch eine ungemein scharfsinnige Betrachtung, welche im We- 
sentlichen auf die folgende zurOckkommt. 

Es sei 2m-l'i<Cq, und man nehme an q sei quadratischer Rest von 
allen ungeraden Primzahlen, welche nicht gröfser als 2m-|-1 sind. Nach §. 1. 
und wegen 9 = 8,a-fl, ist dann die Congruenz ar^^y für jeden Modul 
lösbar, der aufser einer beliebigen Potenz von 2 nur ungerade, 2m-|*1 nicht 
übertreffende Primfactoren enthält. Diese Bedingungen erfüllt aber das Product 
1.2.3.... (2i7i4'1) = ^> und man kann also setzen Ar^ ^ ^ (mod. ilf) , wo Ar 
positiv gewählt sei. Man hat dann 

(y_12)(y _2^) ...{q — m') = (Ä'— 1^)(Ä^ — 2^) . , . (Ä* — m^) (mod. itf). 

Nun läfst sich die zweite Seite, wenn man sie mit dem Factor k multiplicirt, 
der relative Primzahl zu M ist, als continuirliches Product 

(Ä-ff/i)(/r + m — l)...(Ar — w) 
schreiben, welches Product ein Vielfaches von M ist, wie sich leicht rein 
arithmetisch zeigen läfst und wie dies auch daraus folgt, dafs dasselbe durch 
M dividirt eine Combinationsanzahl darstellt. Es mufs also auch die erste 
Seite durch M getheilt werden können. Cfiebt man dem Quotienten dieser 
Division die Form 

1 q—V q—2* q—m* 

SO stellt sich offenbar ein Widerspruch heraus, wenn man ffir m diejenige 
ganze Zahl wählt, welche unmittelbar unter ]/y liegt, indem dann der Quotient 
ein Product echter Brfiche wird. Es ist dabei stillschweigend angenommen, 
dafs diese Wahl der Zahl m der Bedingung 2m'\'i<Zq, die unserer Deduction 
SU Grunde liegt, gemäfs ist, was wirklich der Fall ist, da 2m4-l <[2)/7-f 1 
ond 2yq'\'i augenscheinlich für alle Primzahlen 8/i^4~^9 deren kleinste 17 ist, 
q ist. Es ist somit bewiesen, dafs es immer eine Primzahl p' giebt, welche 

2»! -f- K y ist und ffir welche {^j = — 1 ist. 
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Man bemerke noch, dafs fOr unsere Hälfsprimzahl p', [ß-j=:—i ist, 

da aus der Annahme ^— ^=1, nach dem vorigen Paragraphen, ^^^=1 fol- 
gen wflrde. 

Indem wir jetzt dazu übergehen nachzuweisen, dafs aus (~}= — ^9 

(wo y = 4^-f-l) imiper ^-2.^= — 1 folgt, können wir p als von der Hfllfs- 
primzahl p' verschieden betrachten, da für diese die Gleichzeitigkeit der Glei- 
chungen (J—^= — 1, ^-^J== — 1 schon festsiebt, mit deren Benutzung wir 

unsere Voraussetzung durch die Gleichung ^^j = l, und die daraus zu zie* 

hende Folgerung durch die Gleichung (^— J = l darstellen können. Nach der 

ersten dieser Gleichungen kann also gesetzt werden e^ — pp*:=q(p, wo « ge- 
rade und <Cv ^^^^ ^^"* Alsdann wird (p ungerade und wegen p<Z9, P'^^V» 
numerisch kleiner als q sein. Es sind nun drei Fälle zu unterscheiden, je 
nachdem (p durch keine der Primzahlen p, p\ durch eine einzige Von ihnen 
oder endlich durch beide zugleich aufgeht. Da obige Gleichung und die daraus 

abzuleitende (— ,} = 1 ^ nach p und p^ symmetrisch sind, so macht es för die 

Behandlung des zweiten Falles keinen Unterschied, ob man p oder p^ als 
Factor von ip betrachtet. 

I. Wenn tp weder durch p noch durch p* theilbar ist, so folgt aus 

unserer Gleichung (^) = 1, (^) = (^XjjO = *^ "^^ \Atxm^ durch 

Multiplicalion und Anwendung von (c'), (-SL) = (— l)«w'-i)K9>-i\ 

Nach obiger Gleichung, in welcher ^ = 4^-f ^) ^*'"^ ^^^ ^^^ Zahlen 
M^VV^ — ^\ iC^""!) ungleichartig, d. h. die eineist gerade, so dafs alsor-~)=l, 

IL Wegen der oben schon bemerkten Symmetrie können wir p^ als 
in (p aufgebend betrachten. Setzt man (p^=p'tp^ e^=ip'g, so geht unsere 
Gleichung über in p'g^ — p^=^q\p, wo \p weder durch p noch durch fi' theil- 
bar ist. Aus dieser letzteren erhalt man 

und hieraus durch Multiplicalion 
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oder, wenn man die Gleichung (c') anf die beiden Combinationen pp', ipf 
p\ — p anwendet, 

Setst man statt i(V^— 1) die Zahl Kp-f"^)? welche nach obiger Gleichung 
mit Kv— 1) gleicharlig ist, und ^{p — \)WKp^—\) statt \{pp^—\\ so er- 
hSlt der Exponent den Werth i(p + l)(p'— l) + i(p^— 1), welcher offenbar 
gerade ist. Es ist also (^-^)== 1. 

III. Setzt man im dritten Falle (p:=^pp*%ij, e'=^pp'g, so erhSlt man 

(~2p) = (—l)*^'''-*^*^^+'> folgt. Da nun i(V^+l) offenbar gerade ist, so kommt 

schliefslich ( -^ J = 1 . 

Die Gleichungen (ja) und (c) und die daraus abgeleiteten (a') und (c') 
sind somit allgemein bewiesen. 

Es ist nun noch übrig, den oben unerledigt gebliebenen Fall des 
Satses (6) für die Primzahlen der Form Sfi'\-\ nachzuholen. Man bezeichne 
mit q eine beliebige Primzahl dieser Form und nehme an, der Satz sei fflr 
alle Primzahlen derselben Form, welche <: q sind, oder, was nach dem in §. 2. 
schon Bewiesenen ganz dasselbe ist, fflr alle Primzahlen <iq gültig. Lftfst 

sich aus dieser Voraussetzung die Gleichung ^— J = 1 deduciren, so wird der 
Satz ohne Beschränkung gelten. Die Richtigkeit dieser letzteren soll nun da- 
durch gezeigt werden, dafs aus der Annahme ^—^=—1 ein Widerspruch 
abgeleitet wird. 

Wählt man eine Hülfsprimzahl p<iq von solcher Beschaffenheit, dafs 

\~)=^ — 1 ^8*9 so hat man nach der eben gemachten Annahme ^-^)s=sl, 

und kann folglich setzen e^ — 2p = q(p, wo, e ungerade und <Cq vorausge* 
setzt, q> ebenfalls ungerade und, abgesehen vom Zeichen, <[ 9^ sein wird. 
Es ist Jetzt zu unterscheiden, ob (p durch p nicht theilbar oder theilbar ist. 

I. Im ersten Falle ergiebt sich sogleich 

(,|)=(t)(f)(^)=«' (f)='' 

CreUe*! Joarnal f. d. M . Bd. XLYII. RtH 2. 20 
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und dann 

(T) = (|-)(^)(f)=(|)(-')'-"-'<"->- 

Nun ist die Gleichung (6'), in welcher das Zeichen von P gleichgültig ist, und 
welche eine Folge von (6) ist, offenbar auf die Zahl (p anwendbar, deren sSmmt- 

liche Primfactoren der Gleichung (A) genOgen. Da hiernach y—j=( — 1)*^'^*"'*\ 
so kann man der letzten Gleichung die Form geben: 

Der eingeklammerte Ausdruck wird sich offenbar um ein Vielfaches von 16 
Andern, wenn man darin für q(p — 1 und (p andere Zahlen setzt, welche diesen 
mrod. 8 congruent sind. Nun folgt aber aus obiger Gleichung, wegen ^^1, 
y =E 1 (mod. 8), sogleich qq) —1 ^ — 2p, q)^l — 2p (mod. 8), so dafs also 
unser Ausdruck ^—4p(p — l)-f(l — 2pf — 1=0 (mod, 16), und folglich 
die zweite Seite unserer Gleichung im Widerspruch mit der eristen der posi- 
tiven Einheit gleich ist. 

IL Ist (f durch p theilbar, so setze man q> = p^, e = py, woraus 
pß^ — 2=:qtp. In Folge dieser letzteren Gleichung bat man 

und dann, wie oben 

Setzt man wieder statt der Zahlen grp'\'l und ip die diesen in Folge obiger 
Gleichung nach dem Modul 8 congruenten /^ — 1 und /^ — 2, so sieht man, dafs 
der eingeklammerte Ausdruck 

= 2(p-l)H^'+(;' — 2f— 2 = 4(p—iy = (mod, 16), 

woraus sich derselbe Widerspruch wie oben ergiebt. 
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8. 
über ein die Division betreflTendes Problem. 

(Von Herrn Professor G. Lejeune Dirichlet zu Berlin.) 

(Aus dem MonaUbericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin. Jan. 1851.) 



JLd einer froheren Abhandlung*) ist beiläufig bemerkt worden, dafs bei 
der Division einer ganzen Zahl n durch alle nicht gröfsern der Fall häufiger 
vorkommt, dafs der Rest unter dem halben Divisor liegt, als der entgegengesetzte, 
wo er denselben überlriflfl oder ihm gleich ist, und es ist dort zugleich ge- 
zeigt worden, dafs das Verhältnifs der Anzahl der Divisoren, bei welchen der 
erste Fall eintritt, zu ihrer Gesammtanzahl n für ein wachsendes n sich der 
Grenze 2 — log 4 = 0,61370. .. . nähert. Es scheint einiges Interesse dar- 
zubieten, die Untersuchung zu verallgemeinern und die Anzahl A dierjenigen 
der Divisoren 1, 2, ... p, wo p^n, zu bestimmen, denen ein Rest ent- 
spricht, dessen Verhältnifs zum Divisor unter einem gegebenen echten Bruche 
a liegt. Bedient man sich der eckigen Klammern zur Bezeichnung der gröfsten 
ganzen Zahl, welche der eingeklammerte Werlh enthält, so dafs also x — [x] 
immer Null oder ein positiver echter Bruch ist, so ist leicht zu sehen, dafs 
der Divisor s die verlangte Eigenschaft haben oder nicht haben wird, je nach- 
dem die Differenz 1— J — 1 — — «j der positiven Einheit oder der Null gleich 
ist. Man hat also 

* = f([f]-[T-<']) = f[T]-f[T-«]' 

WO sich das Summenzeichen wie überall im Folgenden auf s bezieht. In 
dieser Form ist der Ausdruck für h weder zur numerischen Rechnung ge- 
eignet, noch iäfst sich daraus erkennen, wie h für wachsende Werthe von n 
und p sich ändert. Eine diesem doppelten Zweck entsprechende Gestalt erhält 
derselbe durch folgende auch in vielen anderen Fällen anwendbare Umformung. 

Es sei y=f{x) eine Function, welche, wenn die Veränderliche x 
von a? = /A bis x=p wächst, immerfort abnimmt. Die durch Umkehrung 



*) Über die Bestimmung der mittleren Werthe in der Zahlentheorie. Abhandl. der 
Akademie zu Berlin. Jahrgang 1849. 
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daraus entstehende Function x = F(y) wird offenbar denselben Character 
haben und ebenfalls immer kleiner werden, während die Verfinderliche y von 
y=zf{p) bis y=:f(fi) zunimmt. Versteht man unter den Constanten jc^ und|^ 
ganze Zahlen, setzt zur Abkürzung [/*(/^)]=)^> [A/')] = 7> ^^^ bildet die Reihe 

in welcher jedes Glied dem folgenden gleich ist oder dasselbe abertrifft, so 
soll nun ausgemittelt werden, welche Glieder dieser Reihe einer beliebigen 
zwischen q und v liegenden ganzen Zahl / gleich sind. Hierzu suche man 
zunfichst den völlig bestimmten Zeiger s desjenigen Gliedes, dessen Werth ^i, 
w&hrend das folgende <Ct ist. Man hat also [/(«)] ^^> [/"(*+!)]< '* oAer^ 
was dasselbe ist, f(s) :> t, /*(«-[- 1)<['/ woraus nach der aber die Function 
/"(a?) gemachten Voraussetzung, s^F(t)^ *-f 1 >F(/), d. h. * = (F(0] folgt 
Wendet man dieses Resultat auf t und /-f 1 an, so sieht man, dafs der Werth i 
nur denjenigen Gliedern zukommt, deren Zeiger s die doppelte Bedingung 

*>[F(/+1)] und ^^[F(0] 

erfüllen. Dieses Resultat erleidet wegen des gegebenen Anfangs und Endes 
der Reihe, fflr t = y die Modification, dafs alsdann die erste Bedingung a> fL 
wird, und für t = q die, dafs statt der zweiten s^^p zu setzen ist. Mit 
Berücksichtigung dieses Resultates, ist es nun leicht die Summe 

in welcher (p{s) eine ganz beliebige Function bedeutet, dadurch zu transfor- 
miren, dafs man zuerst alle Glieder vereinigt, in denen [/'(«)] einen und den- 
selben Werth hat, und dann alle so erhaltenen Partialsummen addirL Setzt 

man 2:(p{s):= iF(«), so erhält man für die Partialsumme, worin [/(*)] den 
Werth / hat, wenn q<it<^v ist, 

tVPiF(t)\-W\F{t-\-\)\), 
und für t=^v und t=q resp. 

viVlF{v)'\-W{tiy) und qinp)-'P[F{q^\)\), 
und dann 

Sondert man jetzt in jeder der beiden Summen, welche der oben für h 
gegebene Ausdruck enthält, die fi ersten Glieder ab und wendet die eben 
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gefundene Formel auf die flbrigen Glieder an, so ergiebt sich 
WO [^— J==i' nnd [— J = y ist, und 



,|[^-«] -K-t-Mp^-''^' 



WO man [— — «] = •, ^JL_aj_,y' hat. 

Setzt man zur Abkürzung v — %/ =:^^ ^ — y' == «^ so dafs ä und e nur 
die Werlhe oder 1 haben könne.n, bringt die letzte Summe in die Form ' 

und subsiituirt, so kommt 

Die eben bewirkte Umformung, obgleich fflr alle Werthe von p gfiltig, 
ist nur in dem Falle vortheilhaft , wenn p gröfser als )/n ist, und wird in 
dieser Voraussetzung am vortheilhaftesten , wenn man, wie es im Folgenden 
geschehen soll, für die bisher beliebig gelassene Zahl jll eine der ganzen Zahlen 
w&hll, welche )/n benachbart sind. Wie leicht zu übersehen, beträgt alsdann 
die Anzahl der zur genauen Bestimmung von h nöthigen Divisionen ungefähr 

2 j/n , während der ursprüngliche Ausdruck p Divisionen erforderte. 

Wir wollen nun in der Voraussetzung, dafs p von einer höheren Ordnung 
als j/n ist, d. h. dafs -^ mit n über jede Grenze hinaus wächst, den Grenz- 

L 

werth des Verhältnisses — der Anzahl der Divisoren, welchen die verlangte 

Eigenschaft zukommt, zu deren Gesammtzahl p zu bestimmen suchen. Bei 
dieser Untersuchung kann man in dem Ausdrucke fflr A alle Glieder, deren 
Ordnung niedriger als die von p ist, vernachlässigen ; läfst man das erste weg, 
dessen Ordnung ^n nicht überschreiten so wie das vierte, welches nur eine 
beschränkte Anzahl Einheiten enthalten kann, so kommt 

*=,f.([T]-bT^])+(''-[,-TJ)- 

oder auch, wenn man die Klammern wegläfst, was offenbar nur eine Änderung 
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welche die Ordnung ^n nicht übersteigt, zur Folge hat, 

Verwandelt man die obere Grenze v in oc, so erhält die Summe den 

111 1 

Zuwachs —n tth 1 r-?,— etc. <C — rr^ der mit n multiplicirt dieOrd- 

v-^-i v-f-l-f-Ä ' V'\-2. v-f-1' '^ 

nung |/n ebenfalls nicht übersteigt. Man erhfilt so 

hm— = —-2^1 i — j + yp i— j — 

Man nwfs jetzt den Fall, wo der Quotient — , welcher der Voraus- 
setzung nach ^1 ist, über jede Grenze, hinaus wfichst, und denjenigen, wo 
dieser Quotient endlich bleibt, von einander unterscheiden. Im ersten Falle 
nfihert sich das zweite Glied der Null , während das Verhältnifs der im ersten 

enthaltenen Summe zu — die Einheit zur Grenze hat, so dafs also die Grenze 

h n'' 

von — mit der von — a, d. h. mit a zusammenfällt. 

P P^l 

Im zweiten Falle, wo ^ und also auch ^ = 1-^1 endlich bleibt, ist es zweck- 

mäfsig, den unmittelbar durch die letzte Gleichung gegebenen Grenzwerth von — 

in eine andere Form zu bringen, indem man statt der Summe dieDiiTerenz von zwei 
anderen einfuhrt, welche von ^^ = 1 bis resp. 9 = 00 und s = q genommen 
sind, und dann die erste durch ein Integral ausdrückt. Unsere Gleichung wird so 

,i„A = iL/:^ii^4cp-^ia-')Ui-2i 4-)., 

;; pj 1 — <f ^ p ^\s s-f-ay * \ p q-^a/ ' 

WO das Integral, welches für jeden rationalen. Werth von a durch Logarithmen 

und Kreisfunctionen darstellbar ist, eine bekannte vielfach untersuchte Transcen- 

dente ist. Setzt man speciell p = n, so wird y = l, y' = 0, *==!, und der 

Grenzausdruck geht über in 

1 

lim — = / ^ ^ dcp. 
n •/ 1 — op ^ 

Mit Hülfe der in der Abhandlung von Gaufit, welche den Titel führt, 
Dhq. g€n. circa seriern etc., gegebenen Tafel dieser Transcendente kann man 
leicht den Werth von a bestimmen, dem ein gegebener Werth des Integrals 
entspricht und man findet z. B. dafs, wenn für die halbe Anzahl der Divi- 
soren 1, 2, .. n das Verhältnifs des Restes zum Divisor unter a liegen soll, 
a = 0,384686 . . . sein mufs. 
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9. 

De forinarum binariarum secundi gradus compositione. 

(Aact. G. Lejeune Dirichlet.^ 

( CominenUtio mense Majo an. MBCCCLI ad actam qoendain academicam in aniy. litt. reg. BeroL 

celebranduni typis expressa et distribata.) 



Jl lares abbioc iam annos quam esset proposilum quaestionem de nu- 
raero classiam formarum secundi gradus, quae determinanti dato respondenl, 
ad theoriam numerorum complexorum transferre, elemeuta doctrinae de formts 
ab integre mihi fuerunt exponenda qnippe quae nonnisi in casu ubi de in- 
tegris realibus agitur, ante erunt evoluta. Quam elementorum expositionem 
paucis pagellis absolvere mihi successit quibusdam adiuto considerationibus 
in hac doctrina nondum adhibitis, quae integris tarn reaiibus quam complexis 
aeque sunt accommodatae *). Disquisitionem illo loco ad proprietates restrinxi 
quae ad formarnm aequivalentiam et transmulationem numerorumque per formas 
repraesentionem spectant et quae solae ad quaestionem cui illa commentatio 
erat dicata, requirebantur. De formarum compositione tunc non egi, quod 
argumentum ab illustrissimo Gaufs in „Disquisitionum arithmeticarum*' 
sectione quinta maxima quidem generalitate sed per calculos tam prolixos 
tractatum esse constat, ut perpauci compositionis naturam perdpere valuerint 
eo magis quod summus geometra, ut ipse monuit, brevitati consulens theore- 
matum difficiiiorum demonstraliones synthetice adornavit, suppressa analysi per 
quam erant eruta. Quare confidere posse mihi videor, huius argumenti ex- 
positionem novam et plane elementarem artis anaiyticae cultoribus non fore 
ingratam. 

l^ 

Anteqnam formarum compositionem aggrediamur, pauea quae vel nota 
sunt vel ex notis facile deducuntur, sunt praemittenda. 

Valores dalos X» V» ^\ • • • qu> congruentiae 

u^ = D 
secundum modulos m, wl, m", . « . resp. satisfaciunt , inter se concordantes 



*) Recherches sur les formes quadratiques ft coefBcients et indeterminöes complexes, 
in Diarii Crelliani tomo XXIY. 
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vocabimus, si radix Z eiusdem congruenliae ad mod. mmm ... relatae in- 
yeniri poterit ita comparata ut habeatur 

? = Z (mod 1»), ^ = Z (mod w'), ^' = Z (mod m"), • . . 

Sufficiel considerare casum nbi moduli m, tn', m", ... sunt impares 
et ad ipsum D primi. 

Facile perspicitur, ^oogruenliis propositis satisfieri non posse, nisi re- 
spectu singulorum numerorum primoram duos pluresve ipsorum m, m\ ... 
melientium valores respondentes ^^ ^^ • . . inter se sint congrui. Quae con- 
ditio si locum habet, ex valoribus datis %, ^^ ^\ ... cognoscentur residua 
71^ Tfly . . . ipsius Z respectu singulorum numerorum primorum inliequalium 
V> P'f • • * productum tnm'm". . • metientium. Quum vero residua n, n'^ . . . sint 
manifeste radices congruentiae nostrae sec. mod. p, p', ... resp., ex notis 
de congruentiis doctrinae elementis colligitur, exstare radicem et quidem 
iinicam Z congruentiae sec. mod. mm'm" . . . satisfacientem ipsisque n, n'^ ... 
secmod.fi^p'^ ... congruam, simulque nullo negotio perspicitur fore2r=^(modm)» 
Z^^' (modm-) etc. 

Quum terminus constans D in congruentia nostra contentus in sequen- 
tibus semper eundem valorem servare debeat, brevilatis gratia radicem datam ^ 
modulo tn respondentem per notationem (m, ^) designabimus. Qua nolalione 
introducta, radicem Z ex dalis ^^ ^'^ • • • inter se concordantibus modo indicato 
deducendam, quam ex bis compositam dicemus, commode hoc modo 

(«I, ^)(m', n (m", D • • . = (mmW . . ., Z) 

designare possumus. Caeterum observamus, radices ^, ^, . . . semper inter 
se concordare, si m, m', . . . inter se sint primi, et hoc etiam valere in casu, 
quem exciusimus et ubi tu, m', ... ad 2D non sunt primi. Patet enim, tum 
Z per congruentias Z^^(modm), Z=^ (modm'), ... respectu mod. iiiiii\ . .' 
iam plene definiri , simulque fore Z^^D (mod mm' . . .). 

In formis secundi gradus hie considerandis 

quarum determinans D = b'^ — ac, coefficientes a, b^ c a divisore communi 
liberos supponemus, quippe ad quem casum reliqui facile reducuntur. Con- 
stat formas conditioni enunciatae salisfacientes duos constituere ordines, prout 
coefficientium ext. a, c alteruter saltem est impar aut uterque par. Casum 
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posleriorem brevilatis causa hie exciudemos quam ratiocinia ad priorem appli- 
canda niutatis mutandis ia altero quoque vaieanL 

Si in forma data indetertninatis x, y valores determinati inter se primi 
(id quod semper erit subintelligendam) tri^uuntur, ila ut habeatur 

aar- -f 2Ä xy -{- cy^ = f/i, 

numerum m (qui semper ad 22> primus eril supponendas) per formam re- 
praesentari dicemus. Acceptis integris S, t] talibos ut sit ^17 — y§=i^ notum 
est facileque demonstratur, expressionem 

? = (aX'\-by)§-\-{bX'\-cy)ri 

fore radicem congruentiae u^^D (rood m) , semperque hoc modo eandem 
radicem esse prodituram quomodocunque ipsi §, rj varientur. Radix (m, ^>, 
ad quam repraesentationem datam pertinere dicemus, alio modo definiri potest, 
ad propositum nostrum accommodaliore. Si in aequat. per quam ^ exhibuimus, 
per / multiplicata, xtj — 1 loco producti y§ ponis, perspicitur esse 

(1) aX'\'by ^ — y^ (mod m) 

qua coDgruentia ^ pleno definitur duromodo y ad mod. m siC primus. Sin 
autem ipsi y cum modulo est divisor communis max. ä unitate maior, quem 
etiam ipsum a meliri patet, jcongruentia nostra nihil aliud docet quam haec 

ita ut respectu divisorataL primorum ipsius i, si qui sunt, ipsum -y non me^ 

tientium, residua ipsius ^ hoc modo cognosci non possint. Cui incommodo 

facile medeberis, si attenderis, ex aequat. supra datis sequi ^^6^^ xtj^I^ 

(modcf) ideoque 

(2) C = 6 (mod J) 

qua formula cum superiore iuncta, residua ipsius ^ resp. singulorum diviso- 
rum ipsius m iam plene erunt nota. Observamus si « sit div. com. ipsorum 
X et m, simili modo haberi 

(3) ^ = - * (mod 0- 

His addimus seqnentia quae quamquam abunde sunt nota, hie in con- 
spectum produxisse e re erit. 

l^ Si duae formae sunt aequivalentes (proprio, id quod semper sub- 
intelligemus) et prior in posleriorem transit ope substitutionis x = ax''\'ßy', 
y=zyx''^dy', ubi aJ — /9y=t, patet numerum m per älterem repraesen- 

Crellei Journal f. d. M. Bd. XLVU. Heft 2. 21 
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tabilem etiam per alteram repraesentari posse facileqne demonstratar, binas 
eiusdem numeri repraesentationes ope aequat. praec. inter se coonexas ad 
eandem radicem (m^ ^) pertinere. Qoare repraesentationes ad exp. datam 
(m, ^; pertinentes ad classem integram erimt referendae qoae erit unica. 

2^ Vice versa enim demonstrari polest, ex daabus eiosdeni numeri m 
per duas formas eiusdem determinantis repraesentationibus quae ad eandem 
radicem (m, ^) pertineant sequi formarum aeqnivalentiam, 

3^ Denique patet, data radice qualibet (m, ^), exstare classem per 
cuius formas m ita repraesentari possit, ut radix his repraesentationibus re- 

spondens sit (m, ^). Manifesto enim m per formam (m,^, J cuius coeff. 

a divisore com. sunt liberi et in qua tn est impar, repraesentatur ponendo 
x=1, y = 0, quam repraesentationem ad {m, ^) pertinere elucet. 

3^ 

His praemissis, propositum aggrediamur. Datis duabus formis tp et 
g>' eiusdem determinantis Dj sint m et m! bini quilibet inlegri impares et ad 
D primi tali modo per q) et g>' resp. repraesentabiles, ut radices (m^ ^), 
(m', ^), ad qnas hae repraesentationes pertineant, inter sese sint concordantes. 
Quibus snppositis, totius rei cardo in eo vertitur ut demonstretur, repraesen- 
tationes ipsius mm' ad expressionem {m,t) (m','C) pertinentes, semper per 
eandem formam effectum iri sive potius ad eandem classem esse referendas, 
quocunque modo ipsi m, m' varientur. Quod est Iheorema in hac doclrina 
fundamentale. 

Supponamus formas datas (a, b, c), {a\ h\ c') ita praeparatas esse ut 
expressionea (a, 6), (a', V) inter se concördent, id quod ex. gr. ef&citur, 
formarum alterutram transmuiando in aequivalentem cuius coSfficiens primus 
cum alteriua coöfficiente primo divisorem communem non habeat. At probe 
notandum est, analysin in sequentibus evolvendam nibil requirere nisi ut (a, h) 
et {a\ V) inter sese sint concordantes, sed neque opus esse, ut a et a' inter 
se, neque magis ut ad 2D sint primi. Designando per (aa^ B) expressionem 
ex composiUone ipsarum {a, h) et {a\ 6') oriundam ita ut babeatur B^b 
(moda), 19 =E 6' (mod a') , D=:B^ — aa'C, ubi C est integer, patet formas 
cum his ipsis aequivalentibns 

commufari posse, quibus primo per a et a! resp., dein inter sese niultiplicatis, 
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prodilrant aequationes, 

((ax + Är)(aV+ »/) + Dyyy-D{!,ax-YBy)y^ (aV+»/)yy = aa'(pq>\ 
Si iam observamas, propter D=B^ — aa!Cy haberi 

(4) {ax + Äy ) («'x' + i?> '; + Oyy' = ^^a'^+ B F 
ubi poaitam est 

(5) X=xx'-Cyy, Y={ax^By)y+{a'x'i-By)y=axy'^a'x'y']-2Byy', 

aequatio alUma, per aa' divisa, induet formam 

(6) Hfl' J?+ 2BXr^ CY^ = (pip' = xij. 

Postquam produclam formarum cp et (f\ per formam %p eiusdem de- 
terminantis D indefinite exhibuimus, tum ipsis x, y tarn ipsis x*, y' valores 
determinatos inter se primos tribui sopponamus, pro quibus <pz=zm, ^'z=m' 
evadat, et qai conditionibus supra indicatis salisfaciant. Quo facto, demon- 
strandum erit 'l^ repraesentationem ipsius mm' per formam y^, quam aequa- 
tionibüs (5) et (6) praeberi videmus, fore propriam, sive X et Y a divisore 
communi fore liberos et 2^ radicem ad quam haec repraesentatio pertinet et 
quae sit {mm', Z), revera ex radicibus (m, ^), (m', ^) ad quas repraesentationes 
ipsorum m et m' pertinere supponemus, fore compositam. 

1^. Ut evincatnr, ipsos X e\, Y divisorem communem non habere, 
proficiscamur a suppositione, numerum primum p ambos metiri et quae hinc 
sequaotur videamus, Quum p altcrulrum ipsorum m, m' metiri debeat, po- 
namus id quod licet, m ipsius p esse multiplum. Iam dico, etiam ipsum m' 
per p divisibilem esse supponendum. Quum enim X el Y per p sint divisi- 
biles, patet, multipiicando aequat. (5) per — ay' et x', el addendo, prodito- 
rum esse integrum per p divisibilem (a'x'^ -\2BxY-\-aCy'^)yts=sm'y. Si 
iam ipsum m' per p divisibilem non esse supponere velis, ipse y et proin 
etiam a ipsius p erunt multipla. Tum autem propter xx' — Cyy' = X^O 
(mod;^), et ex eo quod x ad ipsum y est primus, colllgitur jp'^Q, nnde 
tandem m' = a'x'^'\'2Bx'y' -{-aCy'^ ipsius p esse multiplum perspicitnr. Quum 
p ambos m et m' metiatur, erit per aequat. (1), aX'\-By^ —yt* a'x''\'By^ 
5= — y*^ (modfi), quarnm formularum snbstitutione, secunda aequat. (5) transit 
in congr. (C'\'l^)yy' ^0 (modfi). Si ^-f ^'^0 esset, sequeretur JT^ — ^ 
contra hyp., radices C et ^ inter se concordare sive ^^^ esse. Restat ut 
videamus quid ex alterutra supposilionum >' ^ 0, x' ^ 0, quae plane inter se 

31* 
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sant simiies, sequatur. Si y ideoque propler xx'—Cyy'^O^ eiiam x' per 
p esset divisibilis, haberemus per aequat. (2) et (3) resp., ^=5Ä, T^ — Bj 
et perinde ut supra, Z'\-^ =£0 Qmodp^. Evictum est igitur, ipsos JC et K 
inler se esse primos. 

2^ Ut iani probemus, radicem ad quam repraesentatio ipsios mm! per- 
tinet et quam per {mm', Z) designavimus revera ex ipsis (m, ^), {m\ ^) esse 
compositam , propter symmetriam ostendere sufficiel^ esse Z^^ respeclo 
CDiosIibet divisoris primi p ipsius m. Quum per aeq. (1) habeatur ax-^-By 
£= — ^x(inod;i), ex aeq. (4) et secnnda aeq. (5) facile deducunlor congruentiae 

(-C(aa:' + ß/) + />/)r = ««'^+BF, (- ?/ + « V -|- Ä/)x = F, 

unde, posteriore per ^ multiplicala ad priorem addita, et raliooe babita for- 
molae ^^D, seqoitur aa'X-^-BY^ — F^(Tnodp) qaa congr. com bac 
aa!X'\-BY^ — YZ(modp) comparata, vides esse Z^^(modp), si p 
ipsum Y Don metiator. Restat ot consideremus casum ubi Y per p est divi- 
sibilis, quo casu erit per aeq. (2), Z^B. Si iam etiam y ipsius p est 
multiplum, eril simiii modo^ ^ ^ 19 et proinde Z ^^ ^. Si vero y per p non 
est divisibilis, e congr. quam supra nacti eramus, concludilur esse a'x''\'By^ 
— ^y'=EO^ unde facile deducitur, ipsum p producti a'm' esse factorem. Est 
enim a!m' = (« V -f- ByJ — Dy'^ = (a V -f ByJ — ^y'^^O. Iam duo casus 
sunt distinguendi. Supponamus primo, ipsum a' per p oon esse divisibilem. 
Quo casu quum m' per p sit divisibilis, habetur a'x' -{- By' -{-^y ^0^ qua 
formula cum superiore collata sequilur (^-|-^)y'^0, quae congr. ad condu- 
sionem absurdem deducit. Nam quum ^4"^ mulliplum ipsius p esse non pos- 
sit, sequeretur y'^0, ideoque propter m' =ia'x'^-{'2Bx'y''\'aCy^, a'^0 
contra byp. Quare hie casus locum habere non potest. In casu posteriori, 
ubi a> perp est divisibilis, e congr. aV-f-By—Sy'^0, deducilur (Ä— 5)y'^0. 
Si iam p ipsum y' non metitur, habetur ^^ B, id quod cum congr. Z^B 
(modp) convenit. Si vero p ipsius y' ideoque etiam ipsius m' est diviaor, 
habetur per aeq. (2), ^^B, unde ut supra esse ^^B colliges, si radices 
^ et ^ inter se concordantes esse attenderis. 
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An Essay on the Application of mathematical 
Analjsis to the theories of Electricity 

and Magnetism. 

(By the late George Green, fellow of GonTille- and Cains- Colleges at Cambridge.)*) 



Application of the precediog results to the theory of electricity. 



8. 
JL be first application we shall make of Ibe foregoing principles, will 
be to tbe tbeory of the Leyden phial For tbis, we will call the Inner surface 
of the phial A^ and suppose it to be of any form whatever, plane or curved, 
tben, B being its ouler surface, and tbe thickness of the giass measored 
along a normal to A; 6 will be a very small qiiantity, wbich, for greater 
generality, we will suppose to vary in any way, in passing from one point 
of the surface A to anolher. If aow the inner coating of the phial be put 
in communication with a conduclor C, cbarged with any quantily of electricity, 
and the outer one be also made to conununicate with another conducting body C^, 
containing any other quantity of electricity, it is evident, in consequence of the 
Communications bere established, that tbe total potential function, arising from 
tbe whole System, will be constant throughout the interior of the inner metallic 
coating, and of tbe body C. We shall here represent this constant quantity by 

ß. 

Moreover, tbe same potential function within the substance of tbe outer coating, 
and in the interior of the conductor C\ will be equal to another constant quantily 

Then designating by V, tbe value of this function , for the whole of the space 
exterior lo the conducting bodies of the system^» and consequently for thal 
within tbe substance of tbe glass itself ; we shall have (art. 4) 

V=ß and V=(r. 
One horizontal line over any quantity, indicating that it belongs to the inner 
surface A; and two showring that il belongs to the outer one B. 

*) Vide tome 39 p. 13 and tonie 44 p. 356 of this Journal. 
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At any point of Ihe surface A, sappose a normal to it to be drawn, 
and let this be the axes of w: then w\ w^\ belog Iwo other rectaugular axes, 
whicb are necessariiy in the plane taogent to A at this point; V may be 
considered as a function of w, t// and %o^\ and we sball bave by Taylor* s 
theorem, since u>' = and t//' = at tbe axis of u; along whicb is measured, 

F= F+-^.-p4--zr-.T-^-|-etc.; 

dw ' dw^ *'^ 

where, on account of the smallness of 0, the series converges very rapidly. 
By writing in the above, for F and F tbeir values just given, we obtain 

ß-ß = _.^+_._. + etc. 

In the same way, if u? be a normal to B^ directed lowarus A, and 0^ be the 
thickness of the glass measured aiong this normal, we sball bave 

dw ^ dw* ^'^ 
But, if we negtect quantities of the order 6, compared with those retained, 
the following equation will evidently hold good, 

n belog any whole positive number, the factor ( — 1)" being introdoced be- 
cause w and w are measured in opposite directions. Now by artlcle 4 

— 4tnQ == -3- and — An^ = — s; 

dto dw 

Q and Q being the densities of tbe electric fluid at the surfaces A and B re- 
spectively. Permitting ourselves, in wbat follows, to neglect quantities of tbe 
order 0^ compared with those relained, it is clear that we may write for 0^, 
and hence by Substitution 






* 

where F aod q are quaotities of the order -^; ß^ aod ß being the ordre 9^ 
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or anity. The only thiog which now remains to be determined, is the valoe 

of -3- for any poinl on the sorface A. 
dw* 

Throughout the substance of the glass, the potential fonction V will 
satisfy the equation = dV, and therefore at a point on the surface of A, 
where of necessity, w, w', and w", are each equal lo zero, we have 

the horizontal mark over w, w* and w" being, for simplicity, ommitted. Then 
since w^ = 0, 

and as V is conslant and eqnal lo ß at the surface A, there hence arises 

^^ — P' ^^^'—P'r'd^jR' ^^^^—P'^dw^2R^' 

R being the radius of curvature of the surface A, in the plane {w, u)'). Sub- 
stiluUng these values in the expression immediately preceding, we get 

<rF_ 1 dV_ —4nQ 
du/* ~ R dw ~ R ' 

In precisely the same way we obtain, by writing R' for the radius of cur- 
vature in Kue plane (w, u>"), 

botb rays being accounted positive on the side where w, \. e. w is negative. 
These values snbstituted in 0=^1^^ there results 



rfT 
dw* 



*"^(i+i) 



d*V 
ioT the required value of ^— f, and thus the sum of the two equations into 

which it enters, yields 

and the difference of the same equations, gives 
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tberefore Ihe reqaired valiies or Ibe densilies q and q are 

which vaiues are correct te qtrantiUe'g of tbe order 6f*'Qj or^ whicb is Ibe same 
Ihing, to quanlities of tbe order 0; these baving been neglected in tbe latter 
pari of tbe preceding analysis, as unworthy of notice. 

Suppose da is an element of tbe surface A, tbe corresponding element 

of B, cut off by norroais to A, will be da U 'I' ^(7» + ftr}p ^"^ tberefore 
tbe quantity of fluid on this last element will be pda U ~f ^C'»"!' Iff}} ^ ^""^^ 

stitnting for (i its valoe before found, (>=:— p|l — fif—^—j^^ and ne- 

glecting ff^Q, we obtain 

-Qda, 

tbe same quantity as on the element da of tbe firsl surface. If tberefore, we 
conceive any portion of tbe surface A, bounded by a closed curve, arid a 
corresponding portion of tbe surface B, which would be cut off by a normal 
to A, passing completely round (bis curve; tbe sum of tbe two quantities of 
electric fluid, on tbese corresponding portions, will be equal to 'zerof and 
consequently , in an electrical jar any bow cbarged, tbe total quantity of 
eiectricity in Ibe jar may be found, by caiculating tbe quantity, on tbe two 
exterior surfaces of tbe metallic coatings fartbest from tbe glass, as the por- 
tions of eiectricity, on tbe two surfaces adjacent to tbe glass, exactiy neutralise 
eacb other. This results will appear singuIar, wben we consider tbe immense 
quantity of fluid collected on tbese last surfaces, and moreover, it would not 
be difficult to verify it by experiment. 

As a particular example of tbe use of this general theory: suppose 
a spherical conductor whose radius a^ to communicate with the inside of an 
electrical jar, by means of a long slender wire, tbe outside being in commn- 
nication with tbe common reservoir; and let tbe wboie be charged: then P 
repreaenting the density of tbe eiectricity on tbe surface of tbe conductor, 
which will be very nearly constant, tbe value of the potential function within 
the aphere, and, in consequence of the communication establisbed, at the inner 
coating A also, will be 4naP very nearly, since we may, without sensible 
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error, neglect the action oF the wire and jar itfelf in calculating it. Hence 

/3 = inaP and ß' = 0, 
and the equations (8), by neglecting quanlities of the order d, give 

Wc thus oblain, by the most simple calculation, the vaiue& of the densities, 
at any point on either of the surfaces A and J3^ next the ghss^ when that 
on the spberical cqnductor is known. 

The theory of the condenser, electrophorous, elc. depends upon wbat 
has been proved in this arlicie; but these are details into which the limits of 
this Essay will not permit me to enter; there is, however, one result, rela- 
tive to charging a number of jars by cascade, that appears worthy of notice, 
and which flows so readily from the equations (8), that I cannot refrain from 
introducing it here. 

Conceive any number of equal and similar insulated Leyden phials, of 
uniform thickness, so disposed, that the exterior coating of the first, may com- 
mnnicate with the interior one of the second ; the exterior one of the second, 
with the interior one of the third ; and so on tbroughout the whole series, to 
the exterior surface of the last, which we will suppose in communication with the 
earth. Then, if the interior of the first phial, be made to communicate with 
the prime conductor of an electrical machine, in a State of action, all the phials 
will receive a certain cbarge, and this mode of operating is calied charging 
by cascade. Permitting ourselves to neglect the small quantilies of free fluid on 
the exterior surfaces of the metaliic coatings, and other quantities of the same 
Order, we may readily determine the electrical State of each phial in the series: 
for thus, the equations (8) become 

n — tzl Z—P-^ 

^ ~ And ' ^ ~ "ÄÜF^ 

Designating now, by an index at the foot of any letter, the number of the 
phial to which it belongs, so that, (>; may belong to the first, (^2 to the second 
phial, and so on; we shall have, by supposing their whole number to be n, 
since Q is the same for every one, 

Crelie's Journal f. d. M. Bd. \LVJI. Heft 2. 23 
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^' ~ 4ft0 ^' ~ And 

^' — 4n0 ^' — ^^ier 

etc. etc. 

^'^ ~ And ^^ ~ And ' 

NoW ß represenis the value of ihe total potential fonction, within the 
prime condactor and interior coaling of the first phial, and in consequence of 
the Communications established in tbis System, we bave in regulär snccession, 
beginning witb tbe prime condactor, and ending witb tbe exterior surface of 
the last phiai, which communicates witb the eartb, 

ß = ßi; ß\ = ß2V(f2 = f^z; etc. .../9Li = /Jn; Ä = 
0=pi4p2; o = p2+P3; eic — o = p„., -f (i„ . 

But the first system of equations gives O^q^-]-^^, wbatever wbole number « 

may be, and tbe second line ofthat just exhibited is expressed by O^t^^^i-ff^«! 
hence by comparing these two last equations 

which shows -that every phial of the System is equally charged. Moreover* 
if we sum up verticaliy, each of the columns of the first System, tbere will 
arise in virtue of the second 

Q^i-Q^ + Q^ +^» = W 

^i + (>2+(>3 +e« = ■^• 

We therefore see, Ihat the total Charge of all the phials is precisely 
the same, as thal which one only would receive, if placed in communication 
wilh the same conductor, provided its exterior coating were connected witb 
the earlh. Hence tbis mode of charging, altbougb it may save tiroe, will 
never produce a greater accumulation of fluid, than would take place, if one 
phial only were employed. 

9. 
Conceive now, a hollow sbell of perfectly conducting matter, of any 
form and thickness wbatever, to be ,acted upon by any electrified bodies, 
situate witbout it ; and suppose them to induce an electrical State in tbe sbell ; 
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Ihen will this induced State be such, that Ihe total action on an electrified 
particle, placed any where witbin it, will be absoiutely null. 

For iet V represent the value of the total potential function, at any 
point p witbin the shell, then we sball have at its inner surface, which is a 
dosed one, 

ß being Ibe constant quanlily, which expresses the value of the potential 
function, witbin the substance of the shell, where the electricity is^ by the 
supposition, in equilibrium, in virtue of the aclions of the exterior bodies, 
combined wiih Ihat arising from the electricity induced in the sbell itseif. 
Moreover, V evidently satisfies the equation 0==(Tr^ and has no Singular 
value witbin the closed surface to which it belongs: it follows therefore, from 
art. 5, that its general value is 

V = ß, 

and as the forces acting upon p, are given by the differentials of V , these 
forces are evidently all equal to zero, 

If, on the contrary, the electrified bodies are all witbin the sbell, and 
its exterior surface is put in communication witb the earth, it is equally easy 
to prove, that there will not be the slightest action on any electrified point 
exterior to it; but, the action of the electricity induced on its inner surface, 
by the electrified bodies witbin it, will exactiy balance the direct action of 
the bodies themselves. Or more generally: 

Suppose we have a hollow, and perfectiy conducting sbell, bounded by any 
two closed surfaces, and a number of electrica! bodies are placed, some witbin and 
some without it, at will; then, if the inner surface and interior bodies be called 
the interior System; also, the outer surface and exterior bodies the exterior 
System ; all the electrical phenomena of the interior System, relative to attractions, 
repulsions, and densities, will be the same as would take place if there were 
no exterior System, and the inner surface were a perfect conductor, put in 
communication witb the earlh; and all tbose of the exterior System will be 
the same, as if the interior one did not exist, and the outer surface were a 
perfect conductor, containing a quantily of electricity, equal to the wbole of 
that originally contained in the sbell itseif, and in all the interior bodies. 

This is so direct a consequence of what has been shown in articies 
4 and 5, that a formal demonstration would be quite superfluous, as it is easy 
to see, the only dilTerence which could exist, relative to the interior System, 

22* 
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belween the case where there is an exterior System, and wbere there is not 
one, would be in the addition of a constant quantily, to the total potential 
funclion wilhin Ihe exterior surface, which constant quantity must necessarily 
disappear in the differentials of this function, and consequently, in the valaes 
of (he attractions, repulsions, and densities, which all dopend on these diffe- 
rentials alone. In (he exterior system there is not even this difference, bot 
the total potential function exterior to the inner surface is precisely the same, 
whether we suppose the interior System to exist or not. 

10. 

The consideration of the electrical phenomena, which arise from spheres 
variously arranged, is rather interesting, on account of the case with which 
all the results oblained from theory, may be put to the test of experiment; 
but, the complete Solution of the simple case of two spheres only, previously 
electrified, and put in presence of each other, requires the aid of a profound 
analysis, and has been most ably treated by M. Poisson (Mem. de Tlnstitut. 1811). 
Our objecto in the present arlicle, is merely to give one or twe examples of 
determinations, relative to the distribution of electricity on spheres, which may 
be expressed by very simple formulae. 

Suppose a spherical surface whose radins is n^ to be covered with 
electric matter, and let its variable density be represeuted by (f; then if, as 
in the Mec. Celeste, we expand the potential function V, belonging tp a 
point p witfain the sphere, in the form 

F= f7(»^)^-ü(oZ.^f7C2)l!^|70)r!^etc.; 

r being the dislance between p and the centre of the sphere, and 17 ^\ 
U^^^, etc. functions of the two other polar co-ordinates of p, it is clear, by 
what has been shown in the admirable work just mentioned, that the potential 
function V, arising from the same spherical surface, and belonging to a 
point p', exterior to this surface, at the distance r' from its centre, and on 
the radius r produced, will be 

If, therefore, we make V=^(p(r)^ and r' = Y/(r'), the two functions y and tp 
will satisfy the equation 
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Bnt (art 4) 

, dV dV' , dV dV> ,, ^ ,, , 

and the eqoation belween (p and yf, in its firsi form^ gives, by differenliationt 

Making now r = a there arises 

(p' and 1//' beiug the characteristics of Ibe differontiai co-efficients of fp and yß, 
according to Lagrange's notalion. 

In the same way the equalion in ils second form yields 

y'(«)=-^-^'(a). 

These substituted snccessively, in the equation by which q is delerrained, we 
bave the following 

(9.) / ^ _ 

47ip=_2y;(a)-^=-2^--- 

If, therofore, the valae of the potentiai fonction be known, either for the 
Space within the surface, or, for that without it, the value of the density (f 
will bo immediateiy given, by one or other of these equations. 

From wbat has preceded, we may readily determine how the electric 
fiuid will distribute itself, in a conducting sphere whoso radius is a, when 
acted upon by any bodies situate without il; the electricai State of these bodies 
being given. ^ In this case, we have immediateiy the value of the potentiai 
fimction arising from them. Let this value, for any point p within the sphere, 
be represented by Aß A being a function of the radius r, and two other 
polar co-ordinales. Then Ihe whole of the eiectricity will be carried to the 
surface (art. 1), and if F be the potentiai function arising from this electrified 
sarface, for the same point p, we shall have, in virtue of the equilibrinm 
within the sphere, 

F+^ = /3 or V=ß-A; 

ß being a constant quantity. This valae of V being substituted in Ihe first 
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of the eqaations (9), there resuits 

. o dA A . ß 

^ dr a ^ a 

the horizontal lines indicating^ as before, that the quaDtities ander them belong 
to the sarface itself. 

In case the sphere communicates with the earth^ ß is evidently equal 
to zero, and q is compietely determined by the above: but if the sphere is 
insulated, and contains any quantity Q of electricity, the valüe of ß may be 
ascertained as follows: Let P be the valae of the potential function withoiit 
the surface^ corresponding to the value V = ß — A within it; then, by what 
precedes 

r = 4-^'; 

r 

A being determined from A by the following eqnations: 

and r\ being the radius corresponding to the point p^ y exterior to the sphere, 

to which A belongs. When r' is infinite, we have evidently F' :^= ~- 
Therefore by equaling 

r' being made infinite. Having thus the value of ^^ the value of p be-* 
comes known. 

To give an example of the application of the second equation in q; 
let Ud suppose a spherical conducting surface, whose radius is a, in comrou* 
nication with the earth^, to be acted upon by any bodies situate within it, and 
B' to be the value of the potential function arising from them, for a point p' 
exterior to it. The total potential function, arising from the interior bodies 
and sarface itself, will evidently be equal to -zero at this surface, and conse- 
quently (art. 5), at any point exterior to it. Hence r'-f-Ä' = 0; V being 
due to the surface. Thus the second of the equaiions (9) becomes 

*^ dr' ^ a 

We are therefore able, by means of this very simple equation, to delermine 
the density of the electricily induced on the surface in qaestion. 
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Suppose now, all the interior bodies to reduce themselves to a Single 
point P^ in which a unit of electricity is concenlrated , and f to be the 

distance Pp': the potential function arising from P will be -p- and hence 

B' = 1 

r^ being, as before, the distance between p' and the centre O of the shell. 
Let now b represent the distance OP, and the angle POp', then will 
p=zb'^ — 2br\ cos 6 -\- r*'^ , From which e^ation we deduce successively, 

fdf\ r'—bcosd . ^dB' ^ fdf\ — 2r'+2A.co8Ö 

w= — j — ' *"^ '^■rf?"=~pVrfH>'= — )r — 

Making r' ==^a in this, and in the value of B' before given, in order to ob-* 
tain those which belong to the surface, there results 

^d&.W ^ — 2g^4-2a&.cose+^« _ b^^a^ 
^ dr' '^ a ~ ap ~ of ' 

This substiluted in the generai equation written above, there arises 

If P is supposed to approach infinitely near to the surface, so thal b=a — a; 
a being an infinitely smail quantity, this would become 

— a 

In the same way, by the aid of the equation between A and (f, the 
density of the electric fluid, induced on the surface of a sphere whose radins 
is a, when the electrified poinl P is exterior to it, is foond to be 

^ " 4naf' ' 

supposing the sphere to communicate, by moans of an infinitely fine wire, 
with the earth, at so great a distance, that we might neglect the inflüence 
of the electricity induced upon it by the action of P. If the distance of P 
from the surface, be equal to an infinitely small quautity a, we shall have in 
this case, as in the foregoing, 

— a 

From what has preceded, we may readily deduce the generai value 
of V, belonging to any point P, within the sphere« when V ita value at the 
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surface is known. For ((>), the density induced upon an element d(f of the 
surface, by a unit of electricity concenlrated in P has jast been shown to be 

47tap ' 

f being the dislance P, do. This sabstituted in the general eqaalion (6), 
art. 5, gives 

00.) r ^ ^fäa^,)V ^ ^f^V 
In the same way we shall have, when the point P is exterior to the sphere^ 



("•) ''=^/f»^- 



The use of these two equations will appear almost immediately , when we 
come to determine the distribution of the electric fluid, oa a thin spherical 
Shell, perforated with a small circular orifice. 

The resuits just given, may be roadily obtained by means of Laplace^s 
much admired analysis (Mec. Gel. Liv.3, Gh. 2), and indeed, our general 
equations (9), flow very easily from the equation (2) art. 10 of that chapter. 
Want of room compels me to omit these confirmalious of our analysis, and 
this I do the more freely, as the manner of deducing them must iromediately 
occur, to any one who has read this pari of the Mecanique Geleste. 

Gonceive now, two spheres jS^ and jS"^ whose radii are a and a\ to 
communicate with each other by means of an intinitely fine wire: it is re* 
qaired to determine the ratio of the quantities of electric fluid on these spheres, 
when \i\ a State of equilibrium; supposing the distance of their centres to be 
represented by b. 

The value of the potential funclion, arising from the electricity on the 
surface of 5> at a point p^ placed in its centre, is 



/^=i>„=5, 



do being an element of the surface of Ihe sphere, q the density of the fluid 
on this element, and Q the total quanlily on the sphere. If now, we 
represent by F\ the value of the potential function for the same point p, 
arising from S*y we shall have, by adding together both parts, 

' a 

the value of the total potential function belonging to p, the centre of 8. In 
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like manner, Ihe value of tbis fancUon at p', Ihe ceolre of S^, will be 

B^ being the part arising from S, and (y Ihe total quantity of electricily on S^. 
Bnt in conseqaence of the equilibrium of the System, the total potenlial function 
throughout its whole interior is a conslant quantity. Hence 

Although it is difficult to assign the rigorous valnes of F and F'f 
yet, when the distance between the surfaces of the two spheros is consi- 
derable, compared wilh Ihe radins of one of them, it is easy to see, that 
F and F' will be very nearly the same, as if the electricity on each of the 
spheres prodacing them, was concentrated in their respective centres, and 
thereforO) we have very nearly 

F = ^ and r = ^. 

o b 

These snhslilated in the above^ there arises 

Thus the ratio oi Q Xo Q is given by a very simple equation, whalever 
may be the form of the connecling wire, provided it be a very fino one. 

If we wished to put this result of calculation to the test of experiment^ 
it would be more simple to write JP and JP' for the mean densities of tbo 
fluid on the spheres, or those which would be observed when, after being 
connected as above, they were separated to such a distance, as not to in* 
fluence each other sensibly. Then since 

Q == Ana^P and Q = Ana'^P', 
we have by Substitution, etc. 

P^ _ 0(0-- a) 
P ~ o'CÄ— rf)" 

We therefore see, that when the distance h between the cenlres of the spheres 
is very great, Ihe mean densities will be inversely as the radii; and these 
last remaining unchanged, the density on the smaller sphere will decrease, 
and that on the larger increase in a very simple way, by making them ap- 
proach each other. 
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Lßstly, \b\ US endeavour to determine ihe law of Ibe dist*]batioo of 
the eleclric fluid, when in eqnilibrium on a very thiu spherical shell, in wbich 
tbere is a small circular orifice. Tben, if we neglecl quantities of tbe order 
of tbe tbickness of tbe sbell, compared witb its radlus^ we may consider it 
as an infinitely tbin spberical surface, of wbicb tbe greater segment i9 is a 
perfect conductor, and tbe smaller one s constitutes tbe circular orifice. In 
virtue of tbe equilibrium, tbe value of tbe potential function, on tbe conductiog 
Segment, will be equal to a constant quantity, as F, and if tbere were no 
orifice, tbe corresponding value of (be density would be 

F 

a being tbe radius of tbe spberical surface. Moreover on tbis sapposilion, 
tbe value of tbe potential function for any point P, witbin tbe surface, would be 

F. 

F 

Let tberefore, ^ Vif represent tbe general value of tbe density, at any point 

on tbe surface of eitber segment of tbe spbere, and Jfi^-f V, tbat of tbe cor- 
responding potential function for tbe point P. Tbe value of tbe potential 

function for any point on tbe surface of tbe spbere , will be F'\- V, wbicb 

equated to F, its value on S, gives for tbe wbole of tbis segment 

-j ■ 

= V. 

Thus the equation (10) of thig article becomes 



yfr, 



Ana 

tbe integral exlending over tbe surface of the smaller segment s only, wbicb, 
witbout sensible error, may be considered as a plane. 

But, since it is evident, tbat q is tbe density corresponding to tbe po- 
tential function V, we shall bave for any point on tbe segment s, treated 

as a plane, 

_ —i dV 
^ ~ 2fi dw' 

as it is easy to see, from wbat bas been before sbown (art. 4); dw being 
perpendicular to tbe surface, and directed towards tbe centre of tbe spbere; 
tbe bortzontal line always serving to indicate quantities belonging to tbe sur- 
face. Wben tbe point P is very near tbe plane ^, and z is a perpendicular 
from P upon s, z will be a very small quantity, of wbicb tbe Square «od 
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higher powers may be neglected. Thas 6 = <i — z, and by sabstitution 



2n 



/f ^' 



tbe integral extending over Ihe surface of the small plane «^ and/*being, as before, 

ihe dislance P, da. Now -r- = -r- «♦ the surface of *, and -?; = — -r- -7 ; hence 

dw dz f* dz f^ 



2^ dw 2n dz 4n 






provided we suppose s = at the end of the calcalos. Now the density 

F 

j \-(), upon Ihe surface of the orifice s, is equal to *zero, and therefore, 

p 

we have for the whoie of this surface (^== — j — • Hence by Substitution 



("•) =?=^/f^' 



the integral extending over the whole of the plane s, of wbich da is an 
element, and z being supposed equal to zero, after all the Operations have 
been effected. 

It now oniy rematns to delermine the value of V from this eqdation. 
For this, let ß now represent the linear radius of Jf, and y, the distance 
between its centre C and the foot of the perpendicular z: then if we conceive 
an infinilely thin oblate spheroid, of uniform density, of whicb the circular 
plane s constitutes the equator, tbe value of the potential function at the 
point P^ arising from this spheroid, will be 



<P = kf^W—n')\ 



7\ being the distanoe da^ C, and k a constant quantity. The attraction ezerted 

by this spheroid^ in the dircction of the perpendicular z, will be — j^ , and 

by the knovvn formulae relative to the attractions of homogeneous spheroids, 
we have 

M representing the mass of tbe spheroid, and being determined by the 
equalions 



tantf = — 

a 
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Siipposing now z very small, since it is lo vanish at the ead of the calcnlas, 
and y<Zßß in order that the point P may fall within the limits of ^^ we shall 
have by neglecting quaatities of the order z^ compared with those retained 

and conseqaently 

-d£ — ~d^V f ^^p ^^ J* "W 

This expression, being differentiated again relative to z, gives 

Bot the mass M is given by 

M = k/da^iß" - n") = 27ikftdt} yi/P - 1?') = ^^. 
Hence by Substitution 

which expression 18 rigoroasly exact when 2r == 0. Comparing this resiilt 

with the equation (12) of the present articie, we see that if T=Ary^(/9^— if), 
the constant quantily k may be always determined, so as to satisfy (12). 
In fact, we have only to make 

7rk = 1. e. Ar = • 

a an 

HaviDg thns the valae of V, the general valae of V is known, since 

The valae of the potential function, for any point P within the shell, 
being iP-f V, and that in the interior of the conducting matter of the sfaell 
being constant, in virtue of the equilibnum, the value (»' of the density, at 
any point on the inner snrface pf the shell, will be given immediately by the 
general formula (4) art. 4. Thus 

^ An dw An db An*a^ ' 
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in wbicb eqaation, the point P is sopposed to be apon tbe element da' of the 
interior surface, to wbicb q' belongs. If now, R be tbe distance between C, 
tbe centre of tbe orifice, and da', vre sball bave /P = y*-}"^*^ ^^^ ^Y "®~ 

gt 

glecting qnantities of tbe order ^ compared witb tbose retained^ we bave 
snccessively 

a = H, ^ — Ti ®"^ tantf — ö = i^ = g^. 
Tbus tbe value of (»' becomes 



7 



F /?• 



In tbe same way, it is easy to sbow from tbe equation (11) of tbis 
articie, tbat qf^^ tbe value of tbe density on an element d&' of tbe exterior 
snrfaee of tbe sbell, corresponding to tbe element d& of tbe interior sorface, 
will be 

wbicb, on account of tbe smallness of if' for every pari of tbe surface, except 
very near tbe orifice s, is sensibly constant and eqnal to ;^--, tberefore 

wbicb equation sbows, bow very small tbe density witbin tbe sbell is, even 
wben tbe orifice is considerable. 

11. 
Tbe determination of tbe electrical pbenomena, wbicb result from long 
metallic wires, insnlated and suspended in tbe atmospbere, depends apon the 
most simple calculations. As an exarople, let us conceive two spberes A and B, 
connected by a long siender conducting wire; tben qdxdydz representing tbe 
qnantity of eleclricity in an element dxdydz of tbe exterior space, (whetber 
it resnlts from tbe gronnd in tbe vicinity of tbe wire baving become sligblly 
electrical, or from a mist, or even a passing cloud,) and r being tbe distance 
of tbis element from A'e centre; also r' its distance from B's, tbe valne of 
the Potential fnnction at A*9 centre, arising from the wbole exterior space, 
will be 

^(fdxdydz 



ß 
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and the valae of the same fonction at B'm centre. will be 



ß 



r 

the Integrals extending over all the space exlerior to tbe conducting System 
under consideralion. 

If now, Q be tbe total quantity of eiectricity on As surface, and Q 
tbat on B'sy their radii being a and a' ; it is clear, tbe valoe of tbe potenlial 
function at As centre, arising from the system itself, will be 

Q. 

seeing tbat, we may neglect tbe part due to tbe wire, on accoant of its 
fineness, and tbat dae to tbe otber spbere, on accoont of its distance. In a 
similar vvay, tbe value of (be same function at B's centre, will be fonnd to be 

But (art. 1), tbe value of tbe total potential function must be conslant trougbout 
tbe wbole interior of the conducting system, and Iberefore, its value at tbe 
two centres must be equal; bence 



, fQdxdydz _ ff, fgdsdydz 



Although ^, in tbe present case, is exceedingly small, the Integrals 
contained in Ibis equation, may not only be considerable, but very great, since 
they are of the second dimension relative to space. Tbe spheres, wben at 
a great distance from each otber, may therefore become bighly electrical, 
according to tbe observations of experlmental pbilosophers, and the charge 
they will receive in any proposed case may readily be caiculated; tbe value 
of ^ being supposed given. Wben one of tbe spberes, B for Instance^ Is 
connected with the ground. Q will be equal to zero^ and consequently Q 
immedlately given. If, ob the contrary, the wholc system were insulated and 
retained its natural quantity of eiectricity, we should have, neglecling tbat 
on tbe wire, 

and bence Q and Q would be known. 

If it werc required, to deterraine the electrica! State of the sphere A, 
wben in communication with a wire, of which one extremity is elevated into 
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the atmospbere, and terminates in a fine point p, we sboold only have to 
make tbe radios of B, and consequently, (y, vanish in the expression before 
given. Hence in this case 



Q_ fqdxdydz Pgdxdydz 

a J r' J r 



r* being the dislance between p and Ibe element dxdydz. Since tbe objecl 
of ibe present arlicle, is merely to indicaie tbe cause of some pbenomena of 
atmospherical eleclricity, Jt is nseless td extend ft to a greater lengtb, more 
particularly, as tbe extreme difficulty of determining correctly tbe electrical 
State of tbe aimospbere at any given time, precludes tbe possibility of putting 
tbis part of the theory to tbe test of accurate experiment. 

12. 

Supposing tbe form of a conducling body to be given, it is in general 
impossible to assign, rigorously, tbe law of the density of tbe electric fluid 
on its surface in a State of equilibrium, wben not acted upon by any exterior 
bodies, and, at present, tbere has not even been found any convenient mode 
of approximation applicable to tbis problem. It is, however, extremely easy 
to give such forms to conducting bodies, tbat thIs law sball be rigorously 
assignable by tbe most simple means. Tbe following metbod, depending apon 
art. 4 and 5, seems to give to these forms tbe grealest degree of generalily 
of which tbey are susceptible, as, by a tenlative process, any form wbatever 
migbt be approximated indefinitely. 

Take any continuous function V, of tbe rectangular co-ordiuates 
^^y'i^^ of a point p\ wbicb satisfies tbe partial diflferential equation = ^F^ 
and vanishes wben p' is removed to an infinite distance from tbe origin of 
tbe co-ordinates. 

Cboose a constant quantity b, such tbat F' = 6 may be tbe equation 

of a closed surface A^ and tbat V may have no Singular values, so long as 

p* is exterior to this surface: then if we form a conducting body, wbose 

outer surface is ^1^ tbe density of tbe electric fluid in equiiibrium upon it, 

will be represented by __ 

_ —h dV 
^ ~ An dtc» ' 

and tbe potential function due to tbis fluid, for any point p', exterior to tbe 
body, will be 
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h belog a constant qaantity dependant opon the total qaantity of electriciiy Q, 
communicated to tlie body. This is evident from what bas been proved in 
the articies cited. 

Let R represenl the distance between p\ and any point wilhin A; 
then Ihe potential function arising from the electriciiy upon it, will be ez^ 

pressed by -^, when R is infinite. Hence the condition 

-| = AF' (S being infinite) 

wbich will serve to determine h, when Q is given. 

In the application of this general melhod, we may assuine for V\ 
eilher some analylical expression conlaining the co-ordinates of p^, which is 
known to satisfy the equation = JF'^ and to vanish when p' is removed 
to an' infinite distance from the origin of the co-ordinates; as, for instance, 
some of those given by Laplace (Hec. Celeste, Liv. 3, Ch. 2), or, the valae 
a potential function, which would arise from a quantity of electriciiy any how 
distributed within a finite space, at a point // wilhout that space; since this 
last will always satisfy the conditions to which V is subject. 

It may be proper to give an example of each of these cases. In the 
first place, let us take the general expression given hy Laplace, 

then, by confining oarselves to the two first terms, the assumed value of V 
will be 



+ 



r» ' 



r being the distance of p' from the origin of the co-ordinates , and U^^, 
U^^^, etc. fnnctions of the two other polar co*ordinates and fD. This ex- 
pression by changing the direction of the axes, may always be reduced to 
the form 

r • 



7^ 



a and k being two constant qnautities, which we will suppose positive. Then 
if 6 be a very small positive quantity, the form of the surface given by the 

equation V':=»b, will differ but little from a sphere, whose radius is -j?: 
by gradually Increasing b, the difference becomes greater, until £ = j^; and 
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afkerwards, the form assigned by V '= b, becomes improper for oiir pnrpose. 

Makiog therefore 6=:—, in order to have a surface differiiig as mach from 

a sphere, as the assnmed valae of V admits, tbe equalion of ihe sarface A 
becomes 

From which we obtain 

r = ^(14-|/2cosiö). 

If now 9 represents tbe angle formed by dr and dw', we have 

— rfr yasin^e _, 

TdF ~ 2+2/2 C08i(9 ~ ^^^^' 

and as the electricity is in eqnilibrium npon Aj the force with which a par- 
ticle p, infinitely near to it, wonld be repelled, must be directed along dw': 

bat the value of this force is —-itt^ ^^^ conseqnently its effect in the direction 

dV' 
of the radins r, and tending to increase it, will be — "S^^^^V* '^^^^ ^^^^ 

dV^ 
qnantity is eqnally represented by — ^, and therefore 

the horizontal lines over qnantities, indicating, as before, tbat they belong 
to the sarface itself. The value of —(jr)) dednced from this equation, is 

rfF^_ —1 dV' 1 |2a . 2ft'cos0 j_ 2ay2co8ig 

duf cosqp dr cosy Ir* ' r' ) r'co89> ' 

this sobstituted in the general valne of if, before given, there arises 

_ ^dVl haV2cos\d 

^ An dw' 2fir*costp 

Snpposing Q is the quantity of electricity communicated to the sarface, the 

condition 

-^ = Ä F (where R is infinite} 

before given, becomes^ since r may here be substituted for R, seeing tbat 

it is measured from a point within the surface, 

Q 2ah . i Q 

_ = _ I. e. /i = 2i. 

CreUe*f Journal f. d.M. Bd.XLVII. Heft 12. 24 



182 iO. G. Green, an ihe iheories of EleciricUy and Magneiism. 

We have thus the rigoroas valae of p for the sarface A whose eqaatioo is 
r = — {i'\'y2cosl0) when the quantity Q of electricity opoa it is known, 

and £y snbstitating for r aod h their valnes just given, tbere resalts 

Qa* V2 cos ^d 

^ 4^&*cosy(l+i/2cos4e)*' 

Moreover the value of the potential function for the point p' whose polar co- 
ordinates are r, 0, and B, \s 

hV' = ^ I 0^'cos^ , 
r * 2ar* 

From which we may immediately deduce the forces acting on any point |^' 
exterior to A. 

In tracing the sarface A, is supposed to extend from 0=0 to 0=n, 
and m, from 0^ = to ai = 27i: it is therefore evident, by constrncting the 
carve whose equation is 

r = A!(i^^2cosJ0), 

that the parts aboul P, where 0^=n, approximate continually in form towards 
a cone whose apex is P^ and as the density of the electricity at P is null, 
in the exaifiple before us, we may make this general inference: when any 
body whatever.) has a part of its sarface in the form of a cone, directed 
in wards ; the density of the electricity in eqailibrium apon it, will be null at its 
apex, precisely the reverse of what would take place, if it were directed 
oulwards, for then, the density at the apex would become infinite. *) 

*) Since this was written, I have obtained formolae serving to express, generally, 
the law of the distribution of the electric fluid near the apex of a cone, which forms 
part of a conducling surface of revolution having the same axis. From these formulae 
it results that, when the apex of the cone is directed inwards, the density of the electric 
fluid at any point p, near to it, is proportional to r"'^; r being the distance Op, and 
the exponent n very nearly such as would satlsfy the simple equation (4/i-f 2)/7=3is: 
where 2/9 is the angle at the summit of the cone. If 2ß exceeds n, this summit is di-> 
rected outwards, and when the excess is not very considerable, n will be given as above : 
bat 2ß still increasing, until it becomes 2n — 2/; the angle 2y at the summit of the cone, 

2 

which is now directed outwards, being very small, n will be given by 2nlog — = 1, 

and in case the conducting body is a sphere whose radius is b, on which P represents 

the mean density of the electric fluid, q, the value of the density near the apex 0, will 
be determined by the formula 

_ 2Pbn /ry-^ 

a being the length of the cone. 
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As a second examplo, we will assume for V\ the value of the po- 
tential function arising from the aclion of a line uniformly covered with electri- 
city. Let 2a be the length of the liae, y the perpendicular falling from any 
point p' upon it, x the distance of the foot of this perpendicular form the 
middle of the line, and x* that of the element dx' from the same point: then 
taking the element dx\ as the measnre of the quantity of electricily it con- 
tains, the assumed value of V* will be 

the integral being taken from a?'= — a to a:' = -f-a» Making Ibis equal to 
a constant quantity log£^ we shall have, for the equation of the surface A, 

-«-•^+/[r*+(«+^)T 

which by reduction becomes 

= y\i — b''f^x\^b{\—hf — ^Ab{\'\-b)\ 
We thus See that this surface is a spheroid produced by the revolution of an 

ellipsis about its greatest diameter; the semi-transverse axis being ^t^ = <?j 

iVb 
and semi-conjugate «ri:i==7* 

By differentiating the general value of V, just given, and substituting 
for y its value at the surface A, we obtain 



dx /l+AV , /^1-*V t~6*—a*x* 



Now writing ^ for tbe angle formed by dx and dw', we have 

1 dt i-b 



y'[(S)''.'-^]='^^^=^; 



COS 9 — dy 2jr/AfL\l— Ä/ J yx 

ds being an element of the generating ellipsis. Hence, as in the preceding 
example, we shall have, 

dF' i dV' ~2a6 

du/ cottp dx yV(.(i* — a*x) 

On the sorface A therefore, in tbis example, tbe general valoe of ^ is 

_— ArfT' aA6 

24* 
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and the potential function for any poiot p', exterior to A, is 

Making now a: and / bolh infinite, in order that p' may be at an infinite 
distance, there results 

and tlins the condition determining h, in Q, the qaantity of electricity npon 
Ihe surface, is, since JS may be supposed equal to "^(^-{-y^)^ 

These resuits of our analysis, agree with what has been long known concer- 
ning the law of the distribution of electric fluid on the snrface of a spheroid, 
when in a State of eqnilibriam. 

13. 

In what has preceded, we have confined onrselves to Ihe consideration 
of perfect conductors. We will now give an example of the application of 
our general method, to a body that is supposed to conduct electricity imper- 
fectiy, and which will, moreover, be interesting, as it serves to illustrate the 
magnetic phenotnena, produced by the rolation of bodies under the influence 
of the earth's magneiism. 

If any solid body whatever of revolution, tum about its axis, it is 
required to determine what will take place, when the matter of this solid is 
not perfectiy conducting, supposing it nnder the influence of a constant electrical 
force, acting parallel to any given right line fixed in Space, the body being 
originally in a natural State. 

Let ß designate the coercive force of the body, which we will snppose 
analogous to friction in its Operation, so that as long as the total force acting 
upon any particie within the body is less than ß, its electrical State shall 
remain unchanged, but when it begins to exceed ß, a cbange shall ensue. 

In the first place, suppose the constant electrical force, which we will 
designate by b, to act in a direclion parallel to a line passing throngh the 
centre of the body, and perpendicular to its axis of revolution; and let us 
consider this line as the axis of x, that of revolution being the axis of z, 
and / the other rectangular co-ordinate of a point p^ within the body and 
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fixed in space. Thus, if V be the value of the total potential faoction for 
the same point p, at any instant of time, arising from the electricity of tlie 
body and the exterior force, 

will bo the part dae to the body ilself at the same instant; since — bx is 
that dae to the constant force b, acting in the direction of x, and tending 
to increase it. If now we make 

z = rco8$, x = rsin0cosiO, y = rsinösinö); 

the angle m being supposed to increase in the direction of the body's revo- 
Intion, the part dne to the body itself becomes 

Ärsintfcos6>-{-F. 

Were we to suppose the value of the potential fnnction V given at 
any instant, we might find its value at the next instant, by conceiving, that 
whilst the body moves for ward through the infinitely small angle d(Oj the 
electricity within it shali remain fixed, and then be permitted to move, until 
it is in equilibrium with the coercive force. 

Now the value of the potential function at p, arising from the body 
itself, afler having moved through the angle dto (the electricity being fixed), 
will evidently be obtained by changing (3 into (B — dw in the expression just 
given, and is therefore 

hr sin ö cos cö -}- F-f ftr sin ds\niDd(o — -t— da), 

adding now the part — bx= —br sind cos (ö, dne to the exterior bodies, and 

, . rfF dV . dV 

restoring x, y^ etc. we have since -^ = — y-^ — r^"T~9 

V\dm\by\y^-x^ 

for the value of the total potential function at the end of the next instant, 
the electricity being still supposed fixed. We have now only to determine 
what tbis will become, by aUowing the electricity to move forward until the 
total forces acting on points wilhin the body, which may now exceed the 
coercive force by an infinitely small quantity, are again reduced to an equi- 
librium with it. If this were done, we should, when the initial State of tbe 
body was given, be able to determine, successively, its State for every one of 
the foliowing instants. But since il is evident from the nature of the problem. 
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that tbe body, by revolving, will qaickly arrive at a permanent State, in 
which tbe yalue of V will aflerwards reraaio uncbanged and be independent 
of its initial value, we will bere confine oarselves to tbe determination of tbis 
permanent State. It is easy io see, by considering tbe forces arising from 
tbe new total potential fonction, wbose value bas just been given, tbat in tbis 
case Ibe electriciiy will be in motion over tbe wbole interior of tbe body, and 
consequenily 

^ = (f )'+(f )"+(4D'. 

wbich equation expresses tbat tbe total force to move any particle p, within 
tbe body, is just eqoal to ßy tbe coereive force. Now if we can assame any 
value for V, satisfying tbe above, and sucb, tbat it sball reproduce ilseif after 
tbe electricity belonging to tbe new total potential funclion (art. 7), is allowed 
to find its equilibrium witb tbe coereive force, it is evident tbis will be tbe 
required value, since tbe rest of tbe electricity is exactly in equilibrium witb 
tbe exterior force b, and may tberefore be bere neglected. To be able to 
do tbis tbe more easily, conceive two new axes X', Y', in advance of the 
old ones X, Y, and making tbe angle / witb them; tben tbe value of tbe 
new potential function, before given, becomes 

F4-rf«i.J6/cosy4-Aj?'siny+/-^ — j?'-^^ 

whicb, by assuming V==ßy, and determining y by tbe equation 

= Äsiny — /?, 
reduces itself to 

y(ß'\-bcosydu)). 

Considering now tbe symmetrical distribution of tbe electricity belonging to 
tbis potential function, witb regard to tbe plane wbose equation is = ^'^ it 
will evident tbat, after tbe electricity bas found its equilibrium, tbe value of V 
at tbis plane must be equal to zero: a condition wbicb, combined witb tbe 
partial differential equation before given, will serve to determine, completely, 
tbe value of V at tbe next instant, and tbis value of V will be 

V = ßy'. 

We tbus See tbat tbe assumed value of V reproduces itself at tbe end of the 
foUowing instant, and is tberefore tbe one required belonging to tbe per-* 
maiient State. 
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If tbe body bad beeo a perfect conductor, tbe value of V woald 
evideotly bave been equal to zero, seeing Ibat it was supposed origioally in 
a natural State: that just found is tberefore dae to tbe rotation combined wilh 
tbe coercive force, and we tbos see tbat tbeir effeei is to polarise tbe body 
in tbe direction of y^ positive, making tbe angle i^i-]-;/ witb tbe direction 
of tbe constant force 6; and tbe degree of poiarity will be tbe same as wonld 
be produced by a force equal to ß, acting in this direction on a perfectly 
conducting body of tbe same dimensious. 

We bave bilberto supposed tbe constant force to act in a direction 
parallel to tbe equatorial plane of tbe body, but wbatever may be its direction, 
we may conceive it decomposed into two; one equal to b as before, and 
parallel to tbis plane, tbe other perpendicuiar lo it, wbicb last will evidenlly 
produce no effect on tbe yalue of V, as tbis is due to tbe coercive force, 
and would still be equal to zero under tbe influeuce of tbe new force, if tbe 
body conducted electricity perfectly. 

Knowing tbe value of tbe potential function at tbe snrface of tbe body^ 
due to tbe rotation, its value for all tbe exterior space may be considered as 
determined (art. 5), and if tbe body be a solid spbere, may easily be expressed 
analytically ; for it is evident (art. 7), from tbe value of K just given, tbat 
even in tbe present case all tbe electricity will be confined to tbe surface of 
tbe solid; and it bas been sbown (art. 10), tbat wben tbe value of tbe po- 
tential function for tbe point p within a spherical snrface, wbose radius is a, 
is represented by 

tbe value of tbe sam^ function for a point p\ situate witbout tbis spbere, on 
tbe Prolongation of r, and at tbe distance r' from its centre, will be 

But we bave seen that tbe value of V due to tbe rotation, for tbe point p, is 

V=ßy' = ßrco8fff 

ff being tbe angle formed by tbe ray r and tbe axis of y'f tbe corresponding 
value for tbe point p' will tberefore be 

And bence, by dilFerentialion, we immediately obtain tbe value of tbe forces 
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acting on any particle situate withoot the sphere, whicb arise from its rotation; 
bat, if we would determine tbe total forces arisiog from tbe sphere, we mast, 
to the value of tbe polential fanction jost found, add tbat part wbich would 
be prodaced by tbe action of tbe constant force upon tbis spbere, wben il is 
sopposed to condoct electricity perfectly, wbich will be given in precisely tbe 
same way as tbe former. In fact, f designating tbe constant force, and ff' 
the angle formed by r and a line parallel to the direction of f, tbe potential 
fanction arising from it, for the point p, will be 

— rfco8ff', 

and conseqnently tbe part arising from the electricity, indnced by its action, 
mnst be 

-f/rcosr, 

seeing tbat their sum onght to be equal to zero. Tbe corresponding value 
for tbe point p', exterior to tbe sphere, is therefore 

fa* cos ff' 

tbis added to tbe value of V, before found, will give tbe value of the total 
potential function for tbe point p', arising from tbe sphere itself. 

It will be Seen wben we coroe to treat of tbe theory of magnetism, 
tbat tbe resulls of tbis theory, in general, agree very nearly with those whicb 
would arise from supposing tbe magnelic fluid at liberty to move from one 
part of a magnetized body to anotber; at least, for bodies wbose magnetic 
powers admit of considerable developement, as iron and nickel for example; 
the errors of the latter supposition being of tbe order i—ff only; ff being 
a constant quantity dependant on the nature of tbe body, wbich in those just 
mentioned, differs very little from unity. It is therefore evident tbat wben 
a solid of revolntion, formed of iron, is caused to revolve slowly round its 
axis, and placed under tbe influence of the earth's magnetic force f, tbe act 
of revoiving, combined with the coercive force ß of the body, will prodnce 
a new polarily, wbose direction and quantity will be very nearly tbe same 
as those before determined. Now f having been supposed resolved into two 
forces, one equal to i in tbe plane of the body's equator, and anotber per« 
pendicular to tbis plane; if ß be very small compared with b, the angle / 
will be very small, and tbe direction of tbe new polarity will be very nearly 
at right angles to the direction of b, a result wbich has been coniraMd liy 
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many experiments : but by our analysis we moreover see that when b is suf^ 
ficiently reduced, tbe angle / may hi rendered sensible, and the direciion of 
the new polarity will then form with ihat of b tbe angle l-^i-^y; y being 
determined by tbe equation 

ß 
siny = ^. 

This would be very easily put to the test of experiment by employing a 
solid spbere of iron. 

Tbe values of tbe forces induced by the rotation of the body, wbich 
would be observed in the space exterior to it, may be obtained by differen- 
tiating that of F' before given, and will be found to agree with the obser- 
vatlons of Mr. Barlow (Phil. Tran. 1825), on the supposition of ß being 
very small. . 

As tbe experimental investigation of tbe magnetic pbenomena developed 
by the rotation of bodies, bas lately engaged the attention of several distinguished 
philosophers, it may not be amiss to consider tbe subject in a more general 
way, as we shall thus not only confirm tbe preceding analysis, but be able 
to show with what rapidity tbe body approaches that permanent state, wbich 
it bas been the object of the preceding part of this article to determine. 

Let OS now, therefore, consider a body A fixed in space, under the 
infloence of electric forces wbich vary according to any given law; then we 
might propose to determine the electrical state of the body, after a certain 
interval of time, from the knowledge of its initial State; supposing a constant 
coercive force to exist witbin it. To resolve this in its most general from, 
it would be necessary to distinguish between those parts of the body where 
the fluid was at rest, from tbe forces acting there being less tban tbe coer- 
cive force, and those where it would be in motion; moreover these parts 
would Vary at every instant, and tbe problem therefore become very intricate: 
were we bowever to suppose tbe initial state so chosen, that Ihe total force 
to move any particle p witbin A, arising from its electric state and exterior 
actions, was then just equal to the coercive force ß; also, that the alteration 
in the exterior forces should always be auch, that if tbe electric fluid re~ 
mained at rest during the next instant, this total force should no where be 
less tban ß; tbe preblem would become more easy, and still possess a great 
degree of generality. For in this case, when tbe fluid is moveable, the whole 
force tending to move any particle p witbin A, will, at every instant, be 
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exactiy eqaal fo the coercive force. If Iherefore x, y, z, represent the co- 
ordinates of p, and V the value of the total potential fonction at any instant 
of time t, arising from the electric State of the body and exterior forces, we 
shail have the equalion 

whose general integral may be thus constracted: 

Take the value of V arbitrarily over any surface whatever S, plane 
or curved, and suppose three rectangnlar co-ordinales w, w\ w", whose 
origin is at a point P on S: the axis of w being a normal to 8, and those 

of tcfw"^ in its plane tangent. Then the valnes of ^-7 and ^-3; are known 

HV 

at the point P, and the value of -j^ will be determined by the equalion 

which is merely a transformation of the above. 

Take now another point P^, whose co-ordinates referred to these 

axes are -^, •^. and ^rj?» and draw a right line|£r through the points P, P^, 

then will the value of V at any point p, on L, he expressed by 

X being the distance Pp, measured along the line L, considered as increasing 
in the direclion PP^y and Fy, the given value of V at P. For it is very 
easy to see that the value of V furnished by this construcfion , satisfies the 
partial differential equation (<i), and is its general integral, moreover the System 
of lines L, L\ L", etc. belonglng to the points P, P\ P", etc. on S, are 
evidently those along which the electric fluid tends to move, and will move 
during the following instant. 

Let now V-^-DV represent what V becomes at the end of the time 
{-{^dt; substitating this for V in (ri) we obtain 

r*l = ^^ ^'^^ I äV dOr , dVdDV 
^ '^ dx dx "^ dy ' dy ^ dz * dz ' 

Then, if we designale by D^V, the augmentation of the potential fnnction, 

arising from tlie change which takes place in the exterior forces during the 

dement of time df^ 

DV-D'V 
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will be the increment of the potential function, due to the corresponding 
alteralions D(} and D(}' in the densities of the electric fluid at the sorface of 
A pnd within it, which may be determined from DV — D'V by art. 7. But, 
by the known theory of partial differential equations, the most general value of 
DV satisfying (6), will be constant along every one of the lines L, L\ IJ\ etc., 
and may vary arbitrarily in passing from one of them to anotber: as it is 
also along these lines the electric fluid moves during the instant dt, it is clear 
the total quantity of fluid in any infinitely tbin needle, formed by them, and 
terminating in the opposite surfaces of A, will undergo no aiteration daring 
this instant. Hence therefore 

dv belüg an element of the volume of the needle, and da, da^, the two eie- 
ments of A*s surface by which it is terminaled. Tbis condition, combined 
with the equation (6), will completely determine the value of DV, and we 
shaii thus bave the value of the potential fanction V-j-DV, at the instant of 
time t'\-dt, when its value V, at the time t, is known. 

As an application of this general Solution; suppose tbe body il is a 
solid of revolution, whose axis is that of the co-ordinate z, and let the two 
other axes X, Y, siluate in its equator, be fixed in space. If now the ex- 
terior electric forces are such that they may be reduced to two, one equal 
to c, acting parallel to z, the other equal to b, directed parallel to a line in 
the plane (xy)^ making the variable angle rp with X; the value of the po- 
tential funclion arising from the exterior forces, will be 

— zc — xb cos (p — yb sin (p ; 

where b and c are constant quantities, and <p varies with the time so as to 

be constantly increasing. When the time is equal to t, suppose the value 

of V to be 

V = /9 (;r cos eö -f y sin cD) : 

then the system of lines L, U , U\ will meke the angle (9 with the plane {xz)^ 
and be perpendicular to another plane whose equation is 

= a? cos ö> -f y sin aJ. 

If during the instant of thime dly tp becomes (pA^D^py the augmentation of 

the potential functiou due to the elementary change in the exterior forces, 

will be 

U'F = {xwkff — yco9€p)bD(pi 
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moreover the equation (6) becomes 

(6'.) = coseö.-^ + sin(ö.-^, 

and therefore the general valae of DV \s 

DV = DF{ycos(B — xs\nlS; 5s}; 

DF being the characteristic oF an infinitely small arbitrary fanction. Bot, it 
has been before remarked that the value of DV will be completely deier- 
mined, by satisfying the equation (6) and the condition (r). Let us then assume 

DF{ycos(J5 — xs\u(S;z} = hD(p{y cosaa — orsinfi)); 

h being a qoantity independent of x, y, z, and see if it be possible to de- 
termine h so as io satisfy the condition (c). Now on Ihis supposition 

DV — D^V = AD(p(yco3üi — arsincö) — (xsin^ — y C08q))bd(p 
= D(p [y {h cos üi'{ h cos (p) — x(h sin c5 -f Ä cos y )]. 

The value of Dq' corresponding to this potential function is (art. 7) 

Dq' = 0, 

and on account of the paralleiism of the lines L, L', etc. to each other, and 
to As equator da=^da^. The condition (c) thus becomes 

(c'O = Zip + />(!,: 

Dff and Dq^ being the eiementary densities on Äs surface at opposite ends 
of any of the lines L, h\ etc. corresponding to the potential fanction DV — D^V. 
Bat it is easy to see from the form of this fanction, that these eiementary 
densities at opposite ends of any line perpendicular to a plane whose equation is 

= y[h^o%üi-\-h^o3if>) — 2r(AsinG)F-{-6sin(/)), 

are eqaal and of contrary signs, and therefore the condition (c) will be satis- 
fied by making Ihis plane coincide wilh that perpendicular to liy L', etc., 
whose equation, as before remarked, is 

= xcm€a'\'ys\n^; 

that is the condition (e) will be satisfied, if h be determined by the equation 

hcosm-\'bcos(p Asing+Asiny 

sinfff cosfff ' 

which by reduction becomes 

= h-^bcos{(p — €ii\ 
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and consequently 

=z /9j?(co9c9-f -^ sin (B cos (if — (B) Dq>j'{- ßy (sin W — -j cos iö cos ((p — m) Ü(p^ 
= ßxcosQs — -jcos^^ — iö)D€pj'\' ßysin(m — ^08(9) — W)D(p\ 

When therefore ^ is augmenled by the infinitely small angle D^, Gi receives 

the corresponding increment — — cos {q> — (jii) Dtp, and the form of Fremains 

unaltered; the preceding reasoning is consequently applicable to every instant, 
and the general relation between tp and & expressed by 

b 
= DaJ-j--2-cos(y — fi>)l>y; 

a common differential equatfon, which by Integration gives 

sin(i;r + iy+iiD — 4V)' 

U being an arbitrary constant, and y, as in the former part of tbis article, 

the smallest root of 

= Äsiny— /9. 

Let cD,j and 90 be the initial valaes of & and fpi then the total po- 
tential function at the next instant, if the electric fluid remained fixed, would be 

F^ = ß{xcosüi^i'\^ys\nW^^-\'^xs\vk<pii — y cos (po)bdq), 

and the whole force to move a particie p, whose co-ordinates are x, y, z, 

/[(^)'+(f )'+(^)'] = /»+-..»»«.(*.-%). 

which, in order that our Solution may be applicable, must not be less than ß, 
and consequently the angle (po— fi^o must be between and n: when this is 
the case, (B is immediately determined from (p by whal has preceded. In. 
fact, by finding the value of H from the initial values ^0 &nd q)^^ and ma- 
hing C = i^-f iy f i^ — iy> ^® obtain 

lanC = ^^ • 

^ being the initial value of ^. 

We have, in the latter part of this article, considered the body A at 
rest, and the line X', parallel to the direction of 6^ as revolving round il: 
but if, as in the former, we now suppose this line immovable and the body 
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to turn the contrary way, so Ihal the relative motion of X' lo X may remain 
analtered, the elcctric State of ihe body referred to ihe axes Xj Y, Z, evi- 
dentiy depending on this relative moliou only, will consequently remain the 
sanie as before. In order to determine it on the supposition just made, let 
X' he ihe axis of x', one of ihe co-ordinates of p, referred to the recian- 
gular axes X', V, Z, also y', z, the other Iwo ; the direction X' Y', being 
ihat in whicb A revolves. Then, if cD' be the angle ihe System of lines 
Jj, Ij\ etc. fornis with the plane {jr:\ z\ v^e shall have 

c9-|- u)' = if; 

(f, as before stated, being the angle included by the axes X, X\ .Moreover 
the general values of V and ^ will be 

V = /ff(ar'cosc5'-f-y'sinaj') and ^ = ^n-\^^Y — \m\ 

and the initial condition, in order that our Solution may be applicable, will 
evidenlly become (po — CS^) = cDo == a quantity belwixt and n. 

As an example, let tan/ ==1^9 since we know by experiment that/ 
18 generally very small; then taking the most unfavorable case, viz. wbere 
01^ s= 0, and supposing the body to make one revoludon only, the valne of ^, 
determined from its initial one, ^=rr^7i>f-^/ — i^u? vvill be found extremely 
amall and only equal lo a unit in the 27lh decimal place. We thus see with 
what rapidity ^ decreases, and consequently, the body approaches to a per- 
manent State, defined by the equation 

Hence, the polarity induced by the rotation is ultimately directed along a line, 
making an angle equal to l^-\-y with the axis X', which agrees with whai 
was shown in the fornier part of this arlicle. 

The valne of V at the body's surface being ihns known at any 
instant whatever, that of the poteutial fnnction at a poinl p' exterior to the 
body, together with the forces acting there, will be immedialely determined 
as before. 
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Application of the preliminary results to the theory of ma^etism. 



14. 

The electric fluid appears to pass freely from one pari öf a conti- 
nuoiis conductor (o another, but this is by no means the case with the magnetic 
fluid, even with respect to those bodies whicb, from tbeir instantly returning 
to a natural State the moment the forces inducing a magnetic one are removed, 
must be considered, in a certain sense, as perfect conductors of magnetism. 
Coulomb, I beh'eveii was the first who proposed to consider these as formed 
of an infinite number of particles, each of which conducts the magnetic fluid 
in its 'interior with perfect freedom, but which are so constituted that it Is 
impossibie there shall be any communicalion of it from one particie to ihe 
next. This hypolesis is now generally adopted by philosopbers, and its con- 
sequences, as far as they have hilherto been developed, are found to agree 
with Observation; we will tberefore admit it in what follows, and endeavoor 
thence to deduce, mathematically, the laws of the distribution of magnetism 
in bodies of any shape whatever. 

Firstly, let us endeavour to determine the value of the potential 
fuuction, arising from the magnetic State induced in a very smali body A, by 
the action of constant forces directed parallel to a given right line; the body 
beiug composed of an infinite number of particies, all perfect conductors of 
magnetism and originally in a natural State. In order to deduce this more 
immediately from art. 6, we will coifceive these forces to arise from an in- 
finite quantity Q of magnetic fluid, concentrated in a point ;/ on this line, at 
an infinite distance from A. Then the origin O of the rectangular co-ordi- 
nates beiog any where within A, M x, y, z, be those of the point p, and 
^\ y'> ^'j thoso of any other exterior point p', to which the potential 
function V arising from A belongs, we shall have (vide Hec. Gel. .Llv. 3) 

r' = |/(x'-f->-^-f c'') being the distance Of/. 
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Moreover, since the total quantity of magnetic fluid in A is eqnal to 
zero, ü^^^ = 0. Supposing now r^ very great compared with the dimensions of 

the body, all the terms after -pr in the expression Just given will be ex- 

eeedingly small compared with this, by neglecting them, therefore, and sub- 
fltitnting for U^^^ its most general value, we obtain 

Aj Bj C, being quantities independent of x', y^, %\ but which may contain x, y, z. 
Now (art. 6) the valne of V will remain nnaltered , when we change 
^9 Xß ^j loto ^j y*» ^\ ^^^ reciprocally. Therefore. 

^ — yi« =^ ,.• ; 

Alf B\ C, being the same functions of x^, y, sl, bs A, B, C, are of 
Xj y, z. Hence it is easy to see that V must be of the form 

a^', V\ €?', 0l\ f\ g", being constant quantities. 

If X, Y, Z, represent the forces arising from the magnetism eon-^ 
centrated in p, in the directions of x, y, z, positive, we shall have 

and therefore F ia ol the form 

af, V, etc. being other constant quantities. But it will always be possible to 
deterroine the Situation of three rectangular axes, so that e, f, and g may 
each be equal to zero, and consequently V be reduced to the foUowing 
simple form 

a, b, and c being three constant quantities. 

When Jl is a sphere, and its magnetic particies are either spherical, 
or, like the integrant particies of non-crystalized bodies, arranged in a con- 
fnsed manner; it is evident the constant quantities a', b', &, etc. in the 
general value of V, must be the same for every System of rectangular 
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oo-ordinates, and conseqaently we moat have a^ e=zb' =z€^j ^ = o, f z=,o, 
and y = o^ therefore in this case 

a' being a constant qnantity dependant on the magnitade and natare of A. 

The formola (a) will give the value of the forces acting on any 
point p\ arising from a masa A of soft iron or other aimilar matter, whose 
magnetic State is indaced by the inflnence of the earth^s action ; snpposing the 
distance Ap^ to be gräat compared with the dimensions of A^ and if it be a 
solid of revolntion, one of the reclangnlar axes, say X, mnst eoindd« with 
the axis of revölation, and the value of V reduce itself to 

_ afXg^4-y(iy+ZzO ^ 

ä and V being two constant quantities dependant on the form and natnre of 
the body. Moreover the forces acting in the directions of x\ jf^ z\ positive, 
are expressed by 

\dx'J' ^i/J' \Wr 

We have thus the means of comparing theory with experiment, but Ihese are 
details into which oar limits will not permit us to enten 

The formula (6), which is strictiy correct for an infinitely small sphere, 
on the snpposition of its magnetic particies being arranged in a confiised 
manner, will, in fact, from the basis of onr theory, and allhongh the prece- 
ding analysis seems snfBciently geoeral and rigorons, it may not be amiss to 
give a simpler proof of this particular case. Let, therefore, the origin O of 
the rectangolar co- ordinales be ptaced at the centre of the infinitely small 
sphere A, and OB be the direcUon of the parallel forces acting npon it; then, 
since the total qnantity of magnetic fluid in A is equal to zero, the valne of 
the Potential function V, at the point p', arising from A, mnst evidently be 
of the form 






r' representing as before the distance Op', and the angle formed between 
the line Op', and another line OD fixed in A. If now f be the magnitude 
of the force directed along OB, the constant k will evidently be of the form 
k = a'fi ^ being a constant qnantity. The value of V, jnst given, holds 

^7* 
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good for any arrangemeai, regulär or irregulär^ o£ Ihe magnetic parlicles 
composing A, bul on the latter supposition, the vaiue of V would evidently 
remaio unchanged^ provided the sphere, and conseqaenlly the line OD, re- 
volved round OB as an axis, which could not be the case unless OB and OD 
coincided. Hence $ = angle BOp' and 

w^ a'fcosO 

— — Tft 

Lei now a, ß, y, be the aogles that the line Op' = r' makes with the axes 
of ^, y, z, and a\ ß\ y\ thosc wich OB makes with the same axes; then 
sabstituting for cos6^ its value cosacosa'-fcos/icos/i'*fcos/co$/> we have, 
since fcosa=^ X, fcosß=^ Y, fcosy = Zi, 

^Bi ^ wr «'( A cosa+ rcosrf+Zcosy) 
(*•) y = pFi 

Whlch agrees with the equalion (ä), seeing' that cosa = -7^ co8/9=^, 

15. 

Conceive now, a body A, of any form, lo have a magnetic State in- 
duced in its particies by the influence of exterior forces, it is clear that if 
de be an element of its voiume, the value of the potential fanction arising 
from this element, at any point p' whose co-ordinates are x', y^, %\ must, 
since the total quantity of magnetic fluid in dv is equal to zero, be of the form 

X| y^ z, being the co-ordinates of dv, r the distance p\ de and Xy Y, Z^ 
three quantities dependant on the magnetic State indnced in dfOy and serving 
to define this State. If therefore Jr' be an infinitely small volume within the 
body A and inclosing the point p\ the potential function arising from the whole 
A exterior to dv\ will be expressed by 



/- 



the integral extending over the whole volume of A exterior to dfD\ 

It is easy to show from this expression that, in general, although dxf 
be infinitely small, the forces acting in its jnterior vary in magnitude and di- 
rection by passing from one part of it lo another; bnt, when do^ is spherical, 
these forces are sensibly constant in magnitude and direction, and consequently, 
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in this case, the value of thc polential function induced in dv' by their action. 
may be immedialely deduced from the preceding articie. 

Let v^ represent Ibe value of the integral just given, when dv^ is an 
infiniteiy small sphere. The force acting on p arising from the mass exlerior 
to do\ tending to increase x\ will be 

\da:'J' 

the lioe above the differentiai co-efficient indicating thal it is to be obtaiaed 
by supposing the radius of de' lo vanish after differentiation, and this may 
differ from the one obtained by first making the radius vanish, and afterwards 
differentiating the resulting function of j', y\ z', which last being representod 

as usuai by -j^, we have 



17 ~ Ätl/*'^*'^'' 7* ' 



the first integrol being taken over the whole volnme of A exterior to dt>', 
and the second over Ihe whole of A inclodiog dv'. Uence 



dx' da: 



' = W">'''* 



/ 



.* 



the last integral comprehending the volume of the sphorical particle dv' only, 
whose radius a is suppoi>ed to vanish after diflferentiation. In order to effect 
the Integration here indicated, we may remark that X, Y and Z are sensibly 
constant within dv', and may therefore be replacöd by X^, Yg and Z^, their 
values at the centre of the sphere dv', whose co-ordinates are x^, y^, z^; 
the required integral will thus become 

/da:dydz -^^(^-^)+ r.iy-y)+Z.(z'-^^ 

dE 
Making for a moment E =^ X^X'\-Y^y-\'Zi^z, we shall have X^ = j-, 

j± ^1 ji 

1, = :j-, Z, = t-, and as also — j— = -3— ; /-_^ = -_-; — _ = ._- 

* dy' * dz r* dx r* dy ^ r* da ' 

this integral may be written 

J "^ \dx dx ^ dy dy * dz dz 
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which since dE=Oy and ^—=0, redaces itself by what is proved in art 3, to 



-/ir © = (•^^^'''^ äw=- id)f± 



de JE 
da 



the integral extending over tbe whole sarface of the sphere dv', of which da 
is an element; r being the distance p', da, and dw measored from the sarface 

— ^ expresses the valae of the potential 

fanction for a point p', within the sphere, sopposing its aurface every where 

dE 

covered with electricity wbose density is t-^ snd may very easily he obtained 

by No. 13, Liy. 3, M6c. Celeste. In fact, nsing for a moment the notation 
there employed, sopposing the origin of the polar co-^ordinates at the centre 
of the spbere, we have 

E = £,-fa[X,cos0-f F,sin0coslD-f-Z,sin0sin0]; 

E^ being tbe valne of E at the centre of the sphere. Hence 

and as this is of the form I7^'> (Yide Mec. Celeste Liv. 3.), we immediately obtaio 

yi^g = |7ir^{jr,co8tf'-fr,sintf'cos©'-j-Z,sintf'8inlD'} 
where r', ff, vi, are the polar co-ordinates of p\ Cr by restoring af, y, and s^ 

Hence. we dedoce successively 



%-^ = ^fdxdydz ^(^-^)+r(y-y)+Z(»>-») 



If now we make tbe radias a vanish, X, must becoroe eqaal to X', tbe valae 
of X at the point p', and there will resnit 

Bot — -^ expresses the valae of the force acling in the direction 
of X positive, on a point p' within the infinilely small sphere dv\ arising from 
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the whole of A exterior to dv*; snbstitoting dow for -—j its valae jast föHod, 
tbe expression of tbis force becomes 

SopposiDg F' to represoDt the valoe of the potential fiinction at p\ arising 
from the exterior bodies which indoce the magnetic State of A, the force dne 
to them aetliig in the same direction, is 

Ar'' 

and therefore the total force in the direction of pif positive, tending to indnce 
a magnetic State in the spberical element io\ is 

In the same way, the total forces in the directions of y and z^ positive, 
acting upon ife', are shown to be 

. y, d^ dV pr y, dy/ dr ^ 

By tbe equation (b') of the preceding articie, we see that when dv'^ 
18 a perfect condoctor of magnetism, and its particles are not regnlarly arr^nged,' 
the value of the potential fnnction at any point p", arising from the magnetic 

State indnced in dvf by the action of the forces X, 7, Z, is of the form 

a^(A^cosg4- Fcoijg-f'Zcoiy) 

r^ being the distance p", dt/, and a, ß, y, the angles which r' forms with 
the axes of the rectangnlar co-ordinates. If then x", y'*, z", be the co- 
ordinates of p^\ tbis becomes, by observing that here ä = kdc\ 

r" 

k being a constant quantity dependant on the natnre of the body. The same 
potential fnnction will evidently be obtained from the expression (a) of this 
article, by changing de, p\ and their co-ordinates , into do\ p", and their 
co-ordinates ; thns we have 
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Equating these Iwo forms of Ihe same quanlity. Ihere resulis the tbree following 
equalions : 

• dar' dar 

= kZ = i7ikZ'~k^-k^. 

* dz' dz' ' 

siiice Ihe quantilies x^\ y"^ ä?", are perfectiy arbitrary. Muitiplying Ihe first 
of these equalions by dx\ Ihe second by d\\ the third by d%\ and taking 
tbeir sum, we obtain 

= (1 - ink)(X'dj'\ Y'dy'i Z'dz')'^kdip' + kdV'. 

But dw' and rfP being perfect differenlials, X'dx' ^ T'dy' [Z'dz' mnst be 
so likewise. iiiaking therefore 

dtp' = X'dx'\Y'dy'^Z'dz\ 

the above, by Integration, becomes 

const -v: (1 — $7iA}y/^ Ari;/'-f ArF'. 

Althongh the vaiue of k depends wholly on the nature of Ihe body 
under consideration. and is to be determined for each by experiment^ we inay 
yet assign the limits between which it inust fnli. For wo have^ in this theory, 
supposed the body composed of condncting pnrticies« separated by intervals 
absolutely impervioiis to the magnetic fluid; it is therefore clear the magnetic 
State induced in the infinitely sniall sphere dv'^ cannot be greater than tbai 
which would be induced^ supposing it one continuous condncting niass, bot 
mny be made le.^e^ in any proporlion, at will, by augmenling the non-con- 
ducling intervals. 

When dr' is a continuous conductor, it is easy to see the value of 
the Potential function at the poini p", arising from the magnetic State induced 

in it by the action of the forces X, Y, Z, will be 



4n r' 



I 



3dt' 
seeing that -r— -^=^ d^; a representingj ns before, the rndius of the sphere de'. 

By comparing this expression with that before found^ when dv' was not a 
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continuons conductor, it is evident k must be between the limits and In, 

er, which is the same thing, k = j^\ff heing any positive quantity less than 1. 

The value of k, just found, being substituted in the equation serving 
to determine <p\ there arises 

const = (l-ür)9)'+g(v.'-}-F'). 
Moreover 



A«*fe4+^4+^il = ^•-f*^\S) 



(art. 3); 



the triple integrals extending over the whole voIume oli Ä, and that relative 
to da over its surface, of which da is an element; the quantities </> and 



rfi 



-T— belonging to this element. We have, therefore, by Substitution 



•+g(r-/<'4ä))- 



const = {y^^gW 

r -i'T\ 

Now {yF'=0^ and ^yrfcyyy-y— /= 0, and consequently J'y'=0; the 

Symbol cT referring to x\ y\ %\ the co-ordinates of p^; or, since x\ y' and z' 
are arbitrary, by making them equal to x, y, and z, respectively, there resnits 

in virtue of which, the value of \f/, by article 3, becomes 

r being the distance p\ da, and (^} belonging to da. The former equation 
serving to determine y' gives, by changing x', y', z', into x. y, z, 

(c.) const = (1 _^)y4-|j(^+ F); 

ip, yj and V belonging to a point p, within the body, whose co-ordinates 
are x, y, z, It is moreover evident from what preoedes that^ the functions 
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ipf ip and V satisfy the equations 0=^dg>j = Jy/ and 0=zdV and bave 
00 siofolar valoes in the interior of A. 

The eqoations (ft) and (c) serve to determine q> and ^, completely, 
when the valoe of V arising from the exterior bodies is known, and therefore 
they enable ns to assign the magnetic State of every part of the body A^ 
Boeing tbat it depends on X, Y, Z, the differential co-efficienta of 9. It is 
also evident that tp', when calcnlated for any point p', not contained within 
the body A, is the vaiue of the potential fonction at this point arising from 
the magnetic State indaced in A, and therefore this fonction is always given 
by the eqoatioo (6). 

The coostaot qoaotity jf, which eoters ioto oor formolae, depeods 00 
the oatore of the body solely, aod, io a sobseqoeot arlicle, its valoe is deter- 
mined for a cyÜndric wire osed by Coulomb. This valoe differs very little 
from onity: sopposing therefore ^=1, the eqoations (6) and (r) become 



(6^) r^=.-fJ^A\ 



{d.') consl z=: \fj-\-V, 

evidently the same, in effect, as woold be obtained by considering the magnetic 
floid at liberty to move from one part of the condocting body to another; 

the density q being here replaced by — \2/^ ^^^ ^^^^^ ^^^ valoe of the 

potential fonction for any point exterior to the body is, on either sopposition, 
given by the formola (6), the exterior actions will be precisely the same in 
both cases. Hence, when we employ iron, nickel, or similar bodies, in which 
the valoe of is nearly eqoal to 1, the observed phenomena will djifer little 
from those prodoced on the laller hypothesis, except when one of their di- 
mensions is very small compared with the others, in which case the resolts 
of the two hypotheses differ widely, as will be seen in some of the appli- 
cations which follow. 

If the magnetic particles composing the body were not perfect con* 
doclors, bot indoed wilh a coercive force, it is clear there might always be 
eqoilibriam, provided the magoetic State of the element /fr' was such as woold be 

indoced by the forces ^+^4.^', ^^^^B' and ^^^J^C\ 
mstead of ^ + ^- , ly-^ly ^^^ ^ + 1^^ 5 sopposmg the resoltanl of 
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tbe forces A', B', C, no where exceeds a quantity ß, serving to measore 
the coercive force. This \s expressed by tbe coDdition 

The eqoation {c) wonid tben be replaced by 

A, B, C, being any functions of x, y, z, as A', B\ C\ are of a^, y', z\ 
subject only to the condition just giveB. 

It wottld be extremely easy so to modify tbe preceding theory, as to 
adapt it to a body whose magnetic particies are regalarly arranged, by nsing 
the eqaation (n) in the place of the eqnation {V) of the preceding artiele; 
bat, as Observation has not yet offered any thing whicb wonId indicäte a 
regulär arrangement of magnetic particies, in any body bitberto examined, it 
seems snperflaous to introdoce fhis degree of generality, roore particnlarly as 
the Omission may be so easily snpplied. 

16. 
As an application of the general theory contained in the preceding 
articie, snppose tbe body J to be a hollow spherical shell of uniform thickness, 
the radius of whose inner snrface is a, and that of its onter one a^; and let 
the forces inducing a magnetic State in A, arise from any bodies wbatever, 
sitaate at will, within or withont the shell. Tben since in the interiör iA Äs 
inass = $ify and = dV, we shal! have (M^c. Cel. Liv. 3) 

r being the distance of tbe point p, to whicb 9 and V belong, from the 
shell's cenlre, y^">, y^'>, etc. — 17^'^ U^^^y etc. functions of 9 and ©, the two 
other polar co- ordinales of p, whose nature has been fully explained by 
haplace in the worh just cited; the finite integrals extending from t = 
to i = oc. 

If now, to prevent ambiguity, we enclose the r of equation (ft) art. 15 
in a parentbesis, it will become 

(r) representing the distance p, da, and the integral extending over both 

surfaces of the shell. At tbe inner snrface we have -^^^ -^ and r = a: 

dw dr 

28* 
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hence the pari of tp due to this surface is 

Ihe Integrals extending over Ihe wbole of the inner surface, and da being 
one of ils eleniouts. Effecting the inlegralions by Ihe formulae of Laplace 
(Mec. Geleste, Liv. 3), we immedialely oblain ihe pari of yj, due to the inner 
3urface, viz. 

In the same way the part of t^ due to the outer surface, by observing that 

for it -j5?=_-i? and r = fl., is found to be 
div dr " 

Tbe sum of tbese two expressions is Ihe complele value of tp, wbich, togelher 
wilh the valaes of (p and V before given, being subsliloted in tbe equation (c) 
art. 15, we obtain 
const == (1— y)^yf r-*-»-f-(t— ^)^y('Vi^^^f/ov-.-i^g^t/(.V 

Equating the co-efficients of like powers of the variable r, we have generally, 
whalever i may be, 

neglocting the constant on the right side of the equation in r as superfluous, 
since it may always be made to enter into (p^^^. If now, for abridgment, 
we make 

D = (2i+l)»(l+y) + (i-l)(,--}-2)/-9/i(i + l)(^T''\ 
we sball oblain by eliminalion 

,«(') _ _ l£ rr(.) (2'-f*)(2'-f< + («+2)g) 3^ ,,(;, 3g(i-}-l)(2«-f per" ' 
f ~ 4«^ S 4«*^' D 

0,(0 ^ _ 3£ 17(0 3.»i(2i+l)a«+' 3^, „(,, (2i+l)(2i+l + (»-l)g) ^ 
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These values substituted in the expression 

give the general value of 9 in a series of the powers of r, when the potential 
function due to the bodies inducing a magnetic State in the shell is known, 
and thence we may determine the value of the potential function tp arising 
from the shell itself, for any point whatever, cither within or without it. 

When all the bodies are situate in the space exterior to the shell, we 
may obtain the total actions exerled on a magnetic particle in its interior, by 
the following simple method, applicable to hollow shells of any shape and 
thickness. 

The equation (c) art. 15 becomes, by neglecting the superfluous constanl, 

If now (9) represenl the value of the potential function, correspondiog to (p 
the value of ip at the inner surface of the shell, each of the functions (9), 
yj and V, will satisfy the equalions = d\(p)^ Q=zd\p and 0=^(^1^ and 
moreover, havß no Singular values in the space within the shell; the same 
may therefore be said of the function 

(l-^)(«P)+^(V+^'), 

and as this function is equal to zero at the inner surface, it follows (art. 5) 
that it is so for any point p of the interior space. Hence 

But V^-f ^ 1^ ^^^ value of the total potential function at the point p, arising 
from the exterior bodies and shell itself: this function will therefore be ex- 
pressed by 

'dg ^f'' 

In precisely the same way, the value of the total potential function at any 
point p', exterior to the shell, when the inducing bodies are all within it, is 
shown to be 

((p') being the potential function correspouding to the value of (p at the ex- 
terior surface of the shell. Having thus tfae total potential functions, the total 



208 W. G. Green, ^ ihe ihe&riee of EhetrieHy and Magneiiem. 

action exerted on a magnetic partide in any direcHoD, is immediately given 
by differentiation. 

To apply this general sointion to onr apberical shell, the indncing bodieg 
being all exterior to it, we most first determine q>j the valne of (p at its 
inner snrface, tnaking = SDj'^ r"'"^ since there are no interior bodies, and 
thence deduce the value of (q>). Sobstitating for 9^^ and g>p tbeir valaes 
before given, roaking Ul^=0 and T=^a, we obtain 

and the eorreaponding valne of ((f) is (Mec. Gel. Liv. 3) 

The valne of the total potential fnnction at any point p within the sbell, whose 
polar coordinates are r, $, m, is 

In a similar way, the valne of the same fnnction at a point p* exterior to 
the Shell, all the indncing bodies being within it, is fonnd to be 



i\-g)i\^2g)SÜ\^^^', 



r, and W in this expression representing the polar co-ordinates of p\ 

To give a very simple example of the use of the first of these for- 
ronlae , snppose it were reqnired to determine the total action exerted in the 
interior of a hollow spherical shell, by the magnetic inflnence of the earth; 
then making the axis of x to coincide wilh the direction of the dipping needle, 
and designating by /) the constant force tending to impel a parlicle of positive 
fluid in the direction of x positive, the potential fnnction V, due to the ex- 
terior bodies, will here become 

F= — f. x=—f 003$. r=ü^'Kr. 

The finite Integrals expressing the value of F reduco themselves therefore, 
in this case, to a Single term, in which t:=l, and the corresponding value 

of D being 9(l-f^ — 2/^), the total potential function within the shell is 



10. 6. Green, on the iheariee of BlectrMty and MagneiUm. 2 09 

We therefore see that the effect prodoced by the iDterveoing shell, is Vj .educe 
the directive force wfaich woold act od a very small magnetic needle, 

Id iron and otber similar bodies, y is very nearly equal to 1, and therefore the 
directive force in the interior of a hollow spherical shell is greatly diminished, 
except when its thickness is very small compared with its radius, in whicb 
case, as is evident from the formula, it approaches towards the original valoe f, 
and becomes eqnal to it when this thickness is infinitely smali. 

To give an example of the use of the second formula, let it be proposed 
to determine the total action opon a point pj situate on one side of an infinitely 
extended plate of uniform thickness, when another point P, containing a nnit 
of positive floid , is placed on the other side of the same plate considering it as 
a perfect condnctor of magnetism. For Ihis, let fall the perpendicalar PQ upon 
the side of the plate next P, on PQ prolonged , demit the perpendicular p if, 
and make PQ^^b, Pqs=zu, pq=v, and /= the thickness of the plate; 
then, since its action is evidently equal to that of an infinite sphere of the 
same thickness, whose centre is upon the line QP at an infinite distance 
from P, we shall have the reqoired value of the total potential fnnction at p 
by supposing a^^=a\t, a infinite, and the line PQ prolonged to be the 
axis from which the angle d is measured. Now in the present case 

V — — = ? vITtOr-'-* 

and the value of the potential function, as before determined, is 

(1 _^) (1 _ 2^) ^i?i±lIV/'V-*-\ 

From the first expression we see that the general term Uj^'^r^''^ is 
a quantity of the order {a — byr"'"^. Horeover, by substituting for r ils 

value in u 

i -— 
(ii_4)»>-'-i = (a — Äy (II — 4-1-11)-'-* = — « " ; 

neglecting such quantities as are of the order — compared with those retained. 
The general terra l//''^r"'^\ and consequenlly üj'\ ought therefore to be 
considered as funclions of —s=zy. In the finite Integrals just given, the in- 
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cremen! of t is 1, and Ihe corresponding increment of y is — = dy (because 

a is infinite), the finite integrals thas change themselves into ordinary Integrals 
er fluents. In fact (Mec. Gel. Liv. 3), 17}'^ always satisfies the equalion 

and as $ is infinitely small whenever V has a sensible value, we u iy elimiuate 
it from the above by means of the equation od = v, and we obtain by 

neglecting infinitessiroals of higher Orders than those retained, since — = y, 
Hence Ihe value 17/'^ is of the form 

seeing tbai t(ie remaining pari of the general integral becomes infinite when v 
vanishes, and ought therefore to be rejected. It now only remains to deter- 
mine the value of the arbitrary constant il. Making, for this purpose, = 0, 
i. e, r = 0, we have 

ül^ = (a — by wiAfLJL— = :^n :hence(a — 6)« = ^^ti) 

i. e. A = — (a — by. 

n 

By substituting for A and r their values, there resnlts 

170V-.-. _ L^a-hy(^a-b^-ur-^flJl^^cosißrv) 



'^'--/^r'^^'y' 



M 

because — = y and —z=z=dy. Writing now in the place of i its value ay 
and neglecting infiuilcssimal quantities, we have 

(2t+l)' 4 

Ilence Ihe valoe of the total potential funclion becomes 

where the integral relalive to y is taken from y = to ;^ = cc, to correspond 
with the limits and oo of i, seeing that t=a/. 
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The preceding Solution is immedialely applicable !o tiie imaginary case 
oniy, in whicli ttie inducing bodies reduce tbemselves to a Single point P, 
bat by the following simple artifice we may give it a much grealer degree 
of generalily: 

Conceive anolher point P', on the line PQ, at an arbitrary distance e 
from P, and suppose the unit of positive fluid concenlraled in P' instead of P; 
then if we make r*=^Pp^ and 0^= /.pPQ , we shall have « = r'cosö', 
r = r'sin^^ and the valae of the polenlial function arising from P' will be 

-_L — * — o^>— 4- fy^) -£.4- /y*)^ I I 

Moreover, the value of the total potential function at p due to this, 'arising 
from P' and the plate itself, will evidently be obtained by changing u inlo 
u — c in that before given, and is therefore 

Expanding this funclion In an ascending series of the powers of c, the term 
multiplied by & is 

which, as c is perfectly arbitrary, must be the part doe to the term O^'^-t^i 

in the potential function arising from the inducing bodies. If then this function 
had been 

where the successive powers d\ c^, c^ etc. of c are replaced by the arbitrary 
constant quantities Atu? ^m ^2? etc., the corresponding value of the total potential 
function will be given by making a like change in that due to P^ Hence if, 
for abridgment, we make 

the value of this funclion at the point p will be 

Creüe*! Journal f. d. M. Bd. XLYIL Heft 3. 29 
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Now, if the original one due to the point P he called F, it is clear the 
expression just given roay be written 

*(i^)•'F^ 

i¥here the Symbols of Operation are separated from those of quantity, according 
to Arboganfa method ; thus all the difficulty is redaced to the determination of F. 

Resuming therefore the original sapposition of the plate^s magnetic State 
being induced by a particle of positive fluid concentrated in P, the value of 
the total potenlial function at /; will be 

r = i-(i-y)(i+2 Y,;^/r;;.^.„/ ^)«"«v). 

as was before shown. 

Let jr-^ = fn: we shall have 

— « ^* "* </ (!—/?•)♦ («•+/»•»» T („^20»+/J*»' ^ («+ 40*+ /?•<»* ^ i 



m»'" 



Writing now «r"^^'^ in the place of cos(/3'yi>), we obtain 

provided we reject the imaginary qaantities which may arise. In order to 
transform tbis double integral let z = ^-ß-err', and we shall have 

'~ 9ngU V 3^ / J V{i—ß*)^'W'^ J *— *' ' 

the integral relative to % being taken from « = to <?= ^x " 
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The valae of 1 — g, for iron and other similar bodies, is very small, 
neglecting therefore quantities which are orthe order (1 — g) coropared with those 
retained, there results 

wbere u and v may bave any valoes whatever provided they are not very 
great and of tbe order ,_ • \i Fi represents wfaat /i^ becomes by cbanging 
u into v-\-%t, we have 

„ _ sn-g) r 'iß rz*dzjj-i+^v-\ 



and coDseqnently 



»_!+£',/_, 



wbich, by effecting the integrations and rejecting tbe imaginary qaantilies, 
becomes 

Sappose now pO is a perpendicular falling from tbe point p upon Ibe surface 
of tbe phite, and on Ibis line, indefinitely extended in tbe direction Op, lake 
tbe points pi^ pi^ p^^ etc., at the distances 2t, 4t, 6t, etc. from p; tben 
Fi^ jFs) i^3? eto- being tbe values of F, calculaled for tbe points Pi^Pi^ p^^ etc. 
by the formula (ji) of this article, and r\^ r\^ r\^ etc. the corresponding 
values of r', we sball equally bave 

-Ti — -Ta qp — ; ^2 — i^s = —^, — , eic; 

and consequently 

F = i{i-g) i-i + ;5- + p- + etc. in infinitumj ; seeing that F. = 0. 

From this valne of F, it is evident the total action exerted upon tbe 
point p, in any given direction pn, is equal to the suro of the actions wbicb 
would be exerted without the interposition of tbe plate, on each of tbe points 
Pß Pu P%^ etc. in infinitum, in the directions pn, pifii, p^^h^ etc. roultiplied 
by the constant factor ^{i — g)\ the lines pn, pgn^^ Pi^^ otc. being all 
parallel. Moi*eover, as this is the case wherever the inducing point P may 
be situate, the same will hold good when, insiead of P, we Substitute a body 

29* 
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of any figore whatever magnetized at will. The only eondition to be observed, 
is, that tbe dislance between p and every pari of tbe indocing body be not 

a very greal qaantity of Ihe order ._ - 

On the contrary^ when tbe distance between p and tbe Indocing body 

is great enougb to render ~^ a very considerable qaantily, it will be 

easy to show, by expanding JP in a descending series of tbe powers of r^, 
that the aclions exerted npon p are very nearly the same as if no plate 
were interposed. 

We have before remarked (arl. 15^ that when the dimensions of a 
body are all quantilies of the same order, the resnlts of the true theory dfffer 
little from those, which would be obtained by supposing tbe magnetic like the 
electric fluid, at liberty to move from one part of a conducting body to anotber; 
but when, as in the present example, one of the dimensions is very small 
compared with the olhers, the case is widely different; for if we make g 
rigorously equal to 1 in the preceding formulae, they will belong to the latter 
supposition (art. 15), and as F will then vanish, the interposing plate will 
exactiy neutralize the action of any magnetic bodies however they may be 
situate, provided they are on the side opposite the attracled point. This differs 
completely from what has been dednced above by employing tbe correct 
theory. A like difference between the resnlts of the two suppositions takes 
place ^ when we consider the action exerted by tbe earth on a magnetic 
particie, placed in the interior of a holiow spherical shell, provided its 
tickness is very small compared wilh its radins, as will be evident by making 
^ = 1 in the formulae belonging to this case, which are given in a preceding 
part of the present articie. 

17. 
Since CoutomVs experiments on cylindric wires magnelized to Saturation 
are numerous and very accurate, it was thoughl this litlle work could not be 
better tcrminated, than by directly deducing from theory such consequences 
as would admit of an immediate comparison with them, and in order to effect 
this, we will, in the first place, soppose a cylindric wire whose radius is a 
and length 21, is exposed to the action of a constant force, equal to f, and 
directed parallel to the axis of the wire, and then endeavour to dctermine 
the magnetic State which will thus be indaced in it For this, let r be a 
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perpendicniar falling from a point p within the wire upon its axis, and x, 
Ihe distance of the foot of this perpendicolar from tbe middle of the axis: 
then f being directed along x positive, we shall have for the valne of the 
Potential funclion due to tbe exterior forces 

V = -fx, 

and tbe eqoations (i), (c) (art. 15) beconie, by omilling tbe superflaous conslant, 

(r), tbe distance p', da being inclosed in a parenthesis to prevent ambiguity, 
and // being tbe point to wbich tp' belongs. By the same article we have 
s=z^(p and = dtp, and as (p and ip evidently depend on x and r only, 
these eqnations being written at lengtb are 

Since r is always very small compared with tbe lengtb of tbe wire, we may 
expand q) in an ascending series of tbe powers of r, and thns 

ip = >ir-{-^i^+^^+©tc; 

X, Xa, Xz^ etc. being functions of x only. By sabstitnling this valne in 
tbe eqnation just given, and coniparing the co-efficients of like powers of r, 
we obtain 

<P = ^— SiXS^ + SF^SvT' + ^^^- 
In precisely the same way the valae of tp is found to be 

^ d'Y r* . d'Y r' 

V'= ^-W2'-^d7'rÄ^-^^''' 

It now only remains to find tbe values of X and J^ in functions of x. By 
snpposing p' placed on tbe axis of the wire, the equation (c) becomes 



J ir)\dwJ' 



tbe integral being extended over tbe whole surface of the wire: Y' belonging 
to the point p', wbose co-ordinates will be marked with an accent. 
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The part or Y' doe to the circular plane at tbe end of the cylinder, 
where x = — i^ is 

since here do = 2nrdr and -t^=-^— , by neglecting qaantities of the order 

a^ on account of their smallnes; X" representing Ihe value of A'when x = — A. 

i/fl) dX^ 
At the other end where a?==-j-^ we have da = 2nrdr, t^= S" ' 

and consequently the pari due to it is 


X'" designating the vahie of X when o: = -f ^• 
At the curve surfaqe of the cylinder 

da = 2nadx and -r^= ^^='k^rrT 

dw dr * dx^ 

provided we omil quantities of the order (^ compared with those retained. 
Hence the remaining part due to this surface is 



.rdx d^X 



the integral being taken froin £r=: — i to j7=-|-i. The total value of F' 
is therefore 

the limits of the integral being the same as before. If now we Substitute for 
(r) its value iiS^c — x'f '\- a^) we shall have 

_ , fdx d^X __ ^ C ^'^ ^^ 

'^V (r) //.r» ~ ^^\l •[(x-Jt;r+«*] dx" ' 

both integrals extending from a?=— -Jl to x-==-\'k. 

On account of the smallness of Uy the elements of the last integral 
where x is nearly equal to x^ are very great compared with the others^ and 
therefore tbe approximate value of tho expression just given, will be 
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tbe two limits of the integral beiug — fi and -^/^ and u so chosen that 
when p' is siluate any where on the wire's axis, axcept in the immediate 
vicinity of eilber end, the approximate shail dilfer very litUe from the true 
value, whicb may in every case be done withonl difficiilty. Having thus, by 
Substitution, a value of Y' free from the sign of Integration, the vaiue of Y 
is given by merely changing x' into x and X' into X; in this way 

The equation (c), by niaking r = 0, becomes 

= (i-^)A:,'-|£r_M.:, 

or by substituling for Y 

an equation whicb ought to hold good, for every value of xy from x=z — l 
to ar == -f- >t. 

In those cases to which our Iheory will be applied, 1 — y is a small 
quantily of tbe same order as ä^A^ and thus the three terms of the first line 

of our equation will be of tbe order t^AX; making now x^=^\X, ^H^ — ^ 

id shown to be of the order u^AX'"y and therefore -4 '-X'" is a sroall 

quantity of tbe order aA; but for any other value of x the function multi- 
plying -^ — becomes of the order n^ and therefore we may without sensible 
error neglecl the term containing it, and likewise suppose 

"^-^X"' = 0. 

nx 

In the same way by making x= —l, it may be shown that the term con- 
taining -^ — is negiigible, and 

^-^X" = 0. 

dx 
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Thos our equation reducos itself to 

of which Ihe gcneral integral is 

where /j^= ' T?^ B aod C being two arbilrary constants. Üelermioing 

Ihese by the condilions 0=-^ — --^A'"' and = -^-^Jr", we ultima- 
tely obtain 

Bul Ihe density of the fluid at the surface of the wire, which would prodoce 
the same efifect as the magnetized wire itself, is 

dq> dcp , d}X , 

and therefore the total quantity in an infinitely tbin section whose breadth 
is dx,, will be 

-na^-^dx = 4J^' ^,^^_,i dx. 

As the constanl quantity f may represenl the coercive force of steel 
or other similar matter, provided we are ailowed to supposse this force the 
same for every particie of the raass, it is clear thal when a wlre is magnetised 
to satupalion, the eiForl it makcs to return to a natural State must, in every 
part, be just equal to f, and therefore, on account of its elongated form, the 
degree of magnetism retained by it will be equal to that which would be 
induced in a conducting wire of the same form by the force f, directed along 
lines parallel to its axis. Hence the preceding formulae are applicable to 
magnetized steel wires. But it has been shown by M. Biot (Ttaite de Phy. 
Tome 3, Chap. 6,) from Coutomb's experiments, that the apparent quantity of 
free fluid in any infinitely thin section is represented by 

This expression agrees precisely with the one before deduced from theory, 
nnd gives. for the determination of the constants A and fi', the equations 
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The chapter in which these experiments are related, conlains also a 
number of resalts^ relative to the forces with which magoetised wires tend 
to tarn towards the meridian^ when retaioed at a given angle from it, and 
it is eaay to prove that this force for a fine wire, whose variable section is e^ 
will be proportional to the qnantity 



ß 



"fc$. 



where the wire is magnelized in any wa^ eilher to Saturation or otherwise^ 
the integral extending over ils whoie lenght. Bot in a cylindric wire magne- 
tized to Saturation, we have, by neglecting quantities of the Order §^, 

dq> dX Zgf i. ^'+e~/»*| . . 

and therefore for fhis wire the force in question is proportional to 






m-g)r'' ß(eß^^e-ß^)S' 

The value ot g, dependant on the natore of the snbstance of which 
the needles are formed, being supposed given as it ought to be, we have only 
to determine ß in order to coropare this result with Observation. Bnt ß 

depends upon ^ = 21og— , and on account of the smallness of a, A under- 

goes bnt liltle alteration for very considerable variations in ^^ so that we 
shall be able in every case to judge with sufficient accnracy what valne of jU 
onght to be employed: nevertheless, as it is always desirable to avoid every 
tbing at all vagne, it will be better to determine A by the condition, that 
the sam of the Squares of the errors committed by employing, as we have 

done^ A-^TTT for the approximate value of / .p, _ ^^^ ty Bhall be a mi- 

nimnm for the whole length of the wire. In this way I find when l is so 
great that quantities of the order -gr may be neglected: 

A = ,231863 -2 log 0/9+2^/9; 

where ,231863 etc. = 2 log 2 — 2 (J); {A) being the qoanlity represented 
by A in Lacroix' Traile du Cal. Diff. Tome 3, p. 521. Substituting the value 

of A Just found in the equation ß^ = ■ * ~J[^ before given, we obtain 

(«0 ^7^ = »231863 - 2 logaß+ 2aß. 

CreU«*i Journal f. d. M. Bd. XLVO. Heft 3. 30 
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We hence see tbat when tbe nature of tha substaoee of which the wires are 
formed remains vnchanged^ the qaanlity aß ia constant, aind tberefore ß varies 
in the inverse ratio of a. This agrees with wbat H. Biot has foond by ex- 
periment in the chapter before cited, as will be evident by recollecting 
thal /? = -- \og/jt'. 

From an experiment made with extreme care by Coulomb, on a 

magnelized wire whose radins was -^ inch, M. Biot has found the valoe 

of fi' to be ,517948 (Trail^ de' Phy. Tome 3, p. 78). Hence we have in 
this case 

aß = ^iog fi' = ,0548235, 

which, according to a remarli just made, ought to serve for all steei wires. 
Substituting this valae in the eqoation (a) of the present arlicle, we obtain 

g = ,986636. 

With this value of jf we may calcnlate the forces with which different lengths 
of a Steel wire whose radius is ^j inch, tend to turn towards the meridian, 
in Order to compare the resulis with the table of CoutomVs observations, 
given by VI. Biot (Traite de Pby. Tome 3, p. 84). Now we have before 
proved tbat this force for any wire may be represented by 

where, for abridgment, we have supposed 

It has also been sbown tbat for any steel wire: 

aß = ,0548235, 

the French incb being the nnit of space, and as in the present case ar=i^^ 
there reeults ß = ,657882. It only remains tberefore to determine K from 
one Observation, tbe first for example, from wbich we obtain K=^ 58^,5 very 
neariy; the forces being measured by their equivalent torsions. With ihis 
value of K we have caiculated tbe last column of the following table: *- 
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LMgik2i.. 


Oh$§rved 
Toriion, 


Caleulated 
TorfioK. 


18 in. 
12 

9 

6 

4,5 

3 


288» 

172 

116 

59 

34 

13 


287'»9 

172,1 

115,3 

59,3 

33,9 

13,5 



The three last observations bave been purposely omilted, becaase the ap- 
proximate eqoation (n) does not bold good for very short wires^ 

The very small difference extsting betweeo the observed and caleulated 
results will appear the more remarkable, if we reflect tbat the valae of ß 
was determined froin an experiment of qoite a different kind to any of the 
present series, and tbat only one of these has been employed for the deter- 
minalion of the constant quantity K, which depends on f, the measore of the 
coercive force. 

The table page 87 of the volume just cited, contains another set of 
observed torsions, for diflerent lenglhs of a mucfa fioer wire whose radias 
a = -^^^^: hence we find the corresponding value of /? = 3,1 3880, and 
the first Observation in the table gives JS^=^,6448. Witb these values the 
last column of the following table has been caleulated as before: 



Length 2X. 


Ohttntd 
Tortion. 


CdUulttttd 
Toraici^ 


12 in. 


11*>50 


11 »50 


9 


8,50 


8,46 


6 


5,30 


5,43 


3 


2,30 


2,39 


2 


1,30 


1,38 


1 


,35 


,42 


.5 


,07 


,084 


,25 


,02 


,012 



Here also the differences between the observed and caleulated values 
are exiremely small, and as the wire is a very fine one, our formula is 
applicable to much shorler pieces than in the former case. In general, when 
the length of the wire exceeds 10 or 15 times its diameter, we may employ 
it without hesilation. The end. 
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11. 

Über eine Sammlung von bestimmten Integralen. 

(Von Herrn Bierens de Haan, Oberlebrer der Math, am Gymnasio za Deventer, 

inatb. mag. phiL nat. Doctor.) 



Uafs dem Mathematiker verschiedene Tafeln nöthig sind, bedarf wohl 
nicht des Beweises. Er bedarf Tafeln, die ihm die Resultate verschiedener, 
oft mOhseliger Forschungen in der Ordnung unter die Augen bringen, wie er 
sie zu benutzen Anlafs findet. Wer ist nicht froh, dafs andere vor ihm die 
Logarithmen berechnet haben. Ohne Tafeln wfirde der Gebrauch der Loga- 
rithmen ihm wohl untersagt sein ; obwohl er sie selbst, nach festgesetzter, uni- 
former Behandlungs weise, selbst zu berechnen vermöchte. Aber fOr eine an- 
dere Art von Ausdrücken, den bestimmten Integralen, fehlt eine uniforme 
Berechnungsweise; und deshalb wAre, wegen ihres hfiufigen Gebrauchs, eine 
Tafel derselben unter den mathematischen Holfsmitteln um so mehr zu wQnscben. 
In einigen Sammlungen findet man wohl Tafeln einiger bestimmten Integrale 
mit aufgenommen, aber meines Wissens giebt es nichts der Art, was man 
einigermafsen vollständig nennen könnte. Woran mag dies liegen? 

Erstens ist die Methode der ganzen Integralrechnung gewissermafsen 
indirect; namentlich auch die Lehre von den bestimmten Integralen. Es ist 
nur durch eine grofse Zahl ganz verschiedener Methoden gelungen, die Formeln 
aufzustellen, die uns zu Gebote stehen. Nachdem fOr dieselben Euler, Canchg, 
Legendre, Poisson, Laplace den Grund gelegt haben, sind die Methoden 
vervielfältigt und durch mehrere Mathematiker zur Ermittlung neuer Formeln 
angewandt worden. Diese Arbeilen sind aber in Journalen und in den Ab- 
handlungen der verschiedenen Akademieen zerstreut, und nicht Jeder ist in 
der Lage, die verschiedenen Resultate benutzen zu können; noch weniger, 
sie alle beisammen zu haben. Auch hat noch die indirecte Form der Me- 
thode ein anderes Übel, welches, wie in der Integralrechnung Oberhaupt, bei 
den bestimmten Integralen um so stärker ist. Nämlich, dafs es in dem Be- 
kannten zuweilen kleinere, öfters gröfsere Lücken giebl ; dafs Ausdrficke, ob- 
gleich oft nur wenig von einander verschieden, doch nur mittels anderer Me- 
thoden, und bisweilen gar nicht zu ermitteln sind. Mair könnte fast sagen, 
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dafs es noch kein Ganses gebe, and dafs nur lanler einzelne BracbslOcke 
dastehen, welche £u einem Ganzen zasammenzubringen noch nicht gelang. 
Dies hat seinen Grand in dem indirecten Gange der Behandlungs-Arten, und 
aach wohl in deren Verschiedenheit. 

Da die Ungleichartigkeit der Methoden einen eigenthümlicheu Vortheil 
gewahrt hat, so läfst sich ihr nicht entsagen« Man ist öfters auf von einander 
ganz unabhängigen Wegen zu denselben Resultaten gelangt, und man konnte 
also die eine Methode durch die andere prüfen und ihre Gültigkeit beweisen. 
Nicht immer indessen war Dies der Fall, sondern nicht selten waren die Re- 
sultate von einander abweichend, also die Unzuläfslichkeit der betretenen Wege^ 
wenigstens des einen, aufser Zweifel; so dafs man erst die Grund-Ideen nach 
der Theorie der Functionen näher prüfen, genauer beslimmen und wo möglich 
berichtigen mufste; woraus man dann sähe, was unzulAfslich, oder in der Lehre 
von den unbestimmten Coefficienten. in der Theorie der Reihen (ohne RQck- 
sieht auf ihre Convergenz) falsch war. Bei der Ableitung bestimmter Inte- 
grale ist auf dem nämlichen Wege Manches näher bestimmt und beschränkt, 
und dadurch der Gehrauch vor Fehlern gesichert worden. 

Diese Umstände, die Zerstreutheit der Ergebnisse, der Mangel an Ein- 
heil und die bisweiligo Unsicherheil vieler Resultate sind vielleicht Schuld 
daran, dafs man Tafeln bestimmter Integrale noch entbehrt. Sie wären aber 
nicht nur nützlich, sondern sogar noth wendig; denn aufser ihrer steten An- 
wendung in der Analysis überhaupt, können sie in der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung, in der Mechanik, in der mathemathischen Physik, nicht entbehrt 
werden. Auch würde die Sammlung den nicht geringen Nutzen haben, den 
Zustand ihrer Theorie klar vor Augen zu legen, das schon Bekannte von 
dem Unbekannten zu (rennen, und die Lücken, die sich noch finden, nach- 
zuweisen. 

Durch diese Erwägung veranlafst, habe ich mich seit einigen Jahren 
mit einer Sammlung von beelhmnten Integralen beschäftigt, und es enthält 
diese Sammlung schon zwischen zwei- und dreilausend Formeln. Aufser den 
Hauptwerken von Euler, Cauchy, Legendre, Schlömilch, habe ich die ma- 
themalischen Journale von Crelle, Grunert, Liouville und der polytechnischen 
Schule zu Paris, so wie die Abhandlungen der Akademieen benutzt, wozu 
ich zuweilen Gelegenheit hatte. Aber es wird aufserdem gewifs noch mehrere 
Monographieen gehen, die mir unbekannt blieben, oder die ich mir nicht ver- 
schaffen konnte; was indessen zur möglichsten Vollständigkeit der Arbeit noth- 
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wendig wflre. Wenn also die geehrten Herrn Verfaseer meine Unbekannthetl 
zo flberseben die Gflte haben wollten, wOrde ich Sie im Interesse der Wissen- 
schaft bitten, mir (z. B. auf dem Wege des Bacbhandels) solche Monograpbieen 
zuzusenden; wogegen ich verspreche, mein Bestes zu thun, nm eine voll- 
at&ndige und correcte Sammlung zu liefern. 

Es würde dann auch vielleicht gelingen, ein Nebenziel zu erreichen, 
welches ich mir vorgesteckt habe: nfimlich durch die Tafeln den Gang der 
Entwicklung ihrer Berechnung darzustellen. Dies würde dadurch zu erreichen 
gesucht werden, dafs bei jeder Formel notirt wird, welcher Autor sie abge* 
leitet habe, und wo die Ableitung zu finden sei; mit der dazu gehörigen 
Litteratur; so dafs man die Quelle nachschlagen, und die Ableitung einzelner 
Formeln, nebst ihrem Zusammenhange mit andern Formeln, prQfen könnte. 

Wenn ich mich der erbetenen Unterstützung der Mathematiker erfreuen 
sollte, so traue ich meiner Arbeit zu, dafs sie nicht eine blofse Compilation 
sein, sondern der Wissenschaft und ihren Verehrern zum Nutzen gereichen solle. 

Deventer in den Niederlanden den 8. Hai 1853. 
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12. 

Two lettres of the Geometrical correspondence 
between M.. Donkin and JH. Spottiswoode, 



.... JL he following is partly a simplificalion and parlly a developmeot 
of a method wbich yoa once shewed me for determioing two cyelie secüons 
of a surface of the second order. 

If 0, fi, I, m, n, V, m', n', P, Q, R, K, be any constants (I shall 
suppose 

it is clear that Ihe surface , whose equation is 

19 cat circularly by the two Systems of planes represented by 

te-f my-f-n« = ConsL 
tx'^m'y'\'n'z = Goost., 

sioce either of Ihese assamptions redaces (1.) to the equation of a sphere. 
Now (1) will colncide with the general equation 

(2) Ax'''\-Bf^Ce+2FyZ'j'2Czx^2Hxy'^Pa:'\'Qy'\'Rz = K; 

provided we have 

tf^^/r = A, fjL{fnn'^m'n) = 2F, 

which conditions may be written: 

il— Ö~Jf— »~ir^~" 2F ~ 2G ZB ~]^' 

frora wbich (wriüng A — = A', B — $ = B, C-tf=C') the following 
are immediately deducible: 

^^^ V(P*^Bq ~ y{G'—CA) ~ V{IP—AB) — J* 
We bave tben, if 

F*-ÄC=P, G^-CA=^G, IP-AB^E: 

mn! + m'n = —F 
mn' — m'n = — yT, 
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whence 

mn' = * (F-i-yF;, m'n = ^(f'-|'F): 

which equations, combined with 

mm = — , »n = — , 
give immediately : 

n' ^ f4-/F ^ C;_ m ^ FjyF ^ iP 






m[ tf+y^ _ ß' l _ li+i^H _ A' 

Thus tbe six direcliou-cosines (, m^ ii^ /'^ m', v! are compleleiy de- 
lermined as soon as (which is invoJved in Ä etc.) is known. To find 
an equalion for detennining 0, we bave only to Substitute for f/i:ii^ ii:/> /:tfi^ 
their values in ihe identical equation 

m n l I ^ 

n' l m ' 

we find 

(F+]/F)(6?±y'G)(Ä±v'H) = A'B'C\ 

Bul it is better to employ your original melbod. Reverting, namely 
to the equations (1 and 2)^ we obtain, by subtraclion: 

A'x' -f. By + C'z' + 2 Fyz -f 2 Cex + 2 Hxy 

so that we bave oniy to express the condition tbal the Function on the left- 
handside of tbis equation is capable of being resolved into linear factors, 
which, as is well known, is 

(4) ABC - J'JR^ - B'G' - CW + 2FGH = 0. 

It is to be remarked, that tbe expressions mn! — rn!n, etc. are proportional 
to tbe direction - cosines of the line of intersection of tbe cyclic planes; and 
their values being proportional (3) tof'C/'^—Ä'C"), i{G^-CA), )/(IP—AB'), 
it follows that tbe line in qüeslion colncides with one of tbe principal axes 
of the cone. In fact, the equation (4), multiplied by A, may be put in 
the form 

(6 ' - C A)(W - AB) = (GU- FAy 
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and in like manner, mnlliplying by B' and C, we set the two other forms 

(W — AB*) (F" — B'C) = (HF- GB)\ 
{F' — B'C'){G''—C'A') = {FG — HC)\ 

by means of which expressions it is easy to dedace the above forms for the 
direction - cosines of the principal axes. 

Bat thero are other important consequences to be drawn from the 
eqaation (4)^ when put in the three forms last written. In the first place we 
See that the three equations F, G. H. have necessarily the saroe sign; so that 
)^F, ]^6, }/H are either all real, or all imaginary. 

Next taking any one of the three forms^ for example 

{G''-C'A){W — AB')-{&U-FAJ = 0, 

let ß, /?' be the two valaes of which satisfy the equation 6r^ — C^A == 
(wbicb are necessarily real), and in like manner let y, y be the two roots of 
H^ — il'fi'==0. Let these four quantities, arranged in order of magnitude, be 
called[l], [2], [3J, [4]. In the above equation , which we will write Ihus: 

iS=GH — A- = 

(which is of the fourth degree, with respect to 0, having been multiplied by Ay 
Let US examine the value of S, white 6 varies continuously from — oc to -f^- 
We See that when 0=— oo, G and H are both negative and jS is positive. 
When = [1], we have jS* negative; so that there is a root of i9 
lesa than [1]. But since G and H are negative as long as <C [1]) such 
• root gives vnaginary values to the direction -cosines l, rn, n; t, tn!, n^ 
Again no root of jS> can lie between [1] and [2], because it is piain that 
for values of between these limits, G and H have different signs. For the 
aame reason no root can lie between [3] and [4]. When d=[4], we 
have Ä negative, and when ö= -fco? *S is positive. Therefore there is 
one root greater than [4]; bat Ihis again gives imaginary direction -cosines, 
because G and H are both negative, when dl>[4]. Of the two remaining 
roots, one is given by ^' = 0, or = A, and is extraneoas to the geome- 
trical qaestion, having been introduced by multiplication. But it will enable 
08 to shew that the fourth root lies between [2] and [3J. For since ^=[2] 
and = [3] both give «S* negative, both roots , or eise ni^iM^r, must lie 
between [2] and [3]. Now it is easy to shew that A does lie between these 
limits. For the quantities [1], [2], [3J, [4], are the values of the expressions 

\{A-\-B)±ii^{A-Bf-\~tp^, i(^+C)±y(i(^-C)He^O, 

CreUe*a Journal f. d. M. Bd.XLVII. Heft 3. 31 



228 ^2. Tu>o letires of M, Donkin und M. SpoUi$woode. 

wbich may obviously be writlen in tbe form 

A±C, A + C, 
where C and C| are positive. And it is piain Ihat eilher A±C are tbe va- 
laes of [1] and [4] and A + Ci of [2] and [3]; or vice versa. In eitber 
case A lies between [2] and [3], and Iberefore also so does tbe fourtb 
root of iS*. And since for values of between [2] and [3], G and H are 
botb positive, tbe root in question gives reai valnes of tbe direction-cosines* 

These conclusions may be recapitulated as follows. 

Let ff, ff* be two roots of that one of tbe tbree equations 

F = 0, G = 0, H = 0, 
wbose roots are closet together, and B^, 6^^, tbe roots of tbat one tbat are 
fartbest a part. Tben of tbe tbree roots of tbe cubic [4], two lie respectively 
witbout tbe limits 0,, 0,,, and tbe third wilhin tbe limils ff, ff'; and tbis tbird 
root gives an anique System of real values to tbe direclion-cosines l, m, n; 
t, tn\ n'; tbos determining an unique pair of real cyclic planes. 

It wonid be easy to examine tbe pecnliarities of tbe cases in wbich tbe 
cubic bas eqnal or evanescent roots. But I will not pursue tbe subject fartber. 

It should be added that the limits of tbe roots of tbe cubic [4] were 
originally tracted by H. CaucAy (see Exercices de Math. 1828. p. 9.), 
but in a manner less simple, as it appears to me, tban tbe above. 

Oxford, March 24. 1853. 

W. F. Donkin. 



.... JL our method in applicable to the case of four variables, and 
wben so applied, gives rise to some interesting geometrical results. Let 

(1) U = Ax'-\- Ä/+ CV -f Ew' 

^2{FyZ'\-Gzx-{'Hxy'\-LwX'\'Mwy-\'Nwz) = 0, 

tben, if U can be put in tbe form 

(2) dix''-]-y'''\'Z''-\'W^)i-(lxi'my^wz-}'kw){rxi'm'y'\'n'9'\'k'w)=:0 
we have, writing 

( ^H xH «'+ ^' == p% 

(3) I Ix -{-my -{-HZ ^ kw = u, 
{ l'x -\-m'y-^^- n'z-l-k'w = v: 

(4.) t/-tfp' = UV. 
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Hence, comparing coefficients: 

(6) " 



mm' 



nw 



kV 



A—e B—e 

mn' 4- m'n nl ' -\- h'I Im' -\- l'm 






2G 



2H 



JE 



E—0 

mV -f m'k 
2Af 



2F 
also, writing 

A-e^A', B-e=B', c-e 

F- - B'C = F, ^ — CA' = G, Ä' — A'B' 

each of these ratlos is eqoal to 

mn'—m'n nV — n'l bn' — fm W — Pk mV — tnfk 



nV-\-n'k 

2Jf ' 



(6) 



C, E-e = E', 
= H, 

= N; 



(7) 



2^¥ 



2/G 



2VÜ 



2Vh 



2/M 



nV-n'k 

2/N 



from which, combined with (5), we derive tbe following Systems: 



(8) 



m __ i='+/F 
n ~ C 

n__Ji±VG_ 
l ~ JS 

m~ Bf 

l _ L+A 

m _ jy+^M 
* ~ JE' 

w _ JV+^N 



12' 



Ä— f/H M-f-/M 



F—VF 

€> 
G — /G 

J' 

Af— /M 

€' 



(i+VG 
F—V? 

G— VG 

F-irfB 

F+yT 
G+^G 



iV-f /N ' 

G— /G 

fl— /H 

F—Vf 
iM-f /M » 



JV— »^ 

with a corresponding set of values for t':m':n': k', obtained from (8) by 
writing JF^^F etc. instead of F+^F etc. troughoat. From these may be 
obtained tbe equations of condilion: 

{(F±^F){G±yG){H±^ü) 
(F±yF)(i»f +|/M)(2V± VN) 
(G±yGXN+^ü)iL±yL) 
(£f±]/H) (Iv + ]/L) ( Jtf ±]/M) 

each of which, althougb apparently two distinct equations, is eqaivalenl to only 
one, on acconnt of tbe identities 

l(|r»_F)(G' — G)(fl*-H) = A'^B'^C'^, 



(9) 



A'B'C, 
E'B'C, 

EVA', 
E'A'B', 
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and tbe System is finally eqaivalent lo only three independent condilions od 
account of Ihe identity 

(11) (iL^-L)(ilf'-M)(2\P-N) = E'^A'B'C 

II may be noliced in passing tbal two of tbe condilions (9) may be 
thrown inio tbe form 

M—vn ' N—Vü ~ F—Vf 

L+VL . M+/M _ H-\-Vn 
L—VL 'M — v'M ~~ H—VfL'' 

lo wbicb otbers migbt be added. 

The condilions (9) may üitewise be pnt in a form better known, as 
follows. Developping tbe firsl pair of equalions, and subtracting tbe resnlts, 
we have 

(13) ClfyF + HF/G + i^]/H-f |^(FGH) = 0; 

adding tbe resalts, we bave 

(14) Fi/(GH)-f-6?y(HF) + Äi/(FG)-f Feir-^'B'C = 0; 

transponing tbe last termes of (13) and quadring: 

FC'/r-f GÄ^i^+HJf^e'-f 3i''efl(F|/(GH)-f e|/(HF)4-Ä]/(FG)) =FGH; 

substiluting from (14), and dividing tbrougboot by Ä'B'C, tbere finally results: 

(15) A'B'C — A'F' —B'G''- C'IP + 2FGn = 0. 

By means of tbis reduclion tbe system (9) admits of being expressed 
in a brief manner, as follows: Lei 

n = A'HG L 
HB'FM 



(16) 



GFC'N 
LMNE', 



tben (9) take tbe form 



(") rf3f=®' rfg^=^' rf?j^=®' 5r=^- 



Writing, for convenience, 

-(A+Bi-C) ={A,B,C\ 
(18) l-{BC-{-CA + AB)-\-F'-\-G'-\-H* = {A,B,C), 
AF" + HC + CS" -ABC- 2FGH = (ABC), , 
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the four condilions (17) may be wrilten: 

^^^J < ff'^(CEA\0''\-(CEA),e+ (CEA), = 0, 
0''\'iEAB),6f'\'{EAB)2Oi'{EAB)^ = 0, 

and the two condilions resulting from the elimination of from any three of 
these eqnations will be those to whicb the quantities A, B, C, F, G, H, L, M, N, 
most be snbject, in order tbat the transformation from (1) to (2) may be 
possible. But it does not seem wortb, wbile to proceed to the development 
of the results, which would be a work of great labour. 

It remains to determine the geometrical results^ ensaing upon the trans- 
formation in qaestion ; the principal peculiarities of which depend on the value 
of the quantity w. 

1. Let tr==0; then the problem redaces itself to that considered in 
the latter part of yoar letter. 

2. Let ti> be a real constant; then the sarface will be cut circnlarly 
by either of the planes 

Ix -{-my -{-nz -fArir = ö) 

fX'{-m'y'{-n'Z'{-k!w= m' 

(or, as they may be termed, the planes (D, W'}. It may also be noticed that 
W, G>^ and €S vanish together. 

3. Let w be an iraaginary constant; then the surface is cut circnlarly 
by either of the imaginary planes ID = 0, or iö' = 0^ and also by the real 
hyperbolold 

4. Let IT be a homogeneous linear function of x, y, z; e. g. let 

w = Xx '\- fiy •{• vz ; 
then if the snrface be cut by either of the planes 

v-^-kw = 0, 

i. e. by a plane making aiigles with the planes u and u^^ or t; and w, the 
ratio of whose series is = — k$ it will be cut also in its interseclion with 
the surface 
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and if moreoyer 

tbe two sarfaces 

will both intersect (1) in the same curve. This lalter sarface has a double 
contact with the sphere 

or^-f >^"F^ = const. 
and is cat circnlarly by the plane 

w, = 0, 
a plane which cnts the former sarface in the slraight line 

11 = 0, r = 0. 

It may farlher be remarked that the plane ti7| = cnts the origfinal snrface 
in the same curve as does the cone 

er'^uv = 0, 

whose cyclic planes are n = 0, r = 0. 

London, March 26. 1853. 

W. Spotüswoode. 
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13. 

Lösung der Aufgaben C und JD. in Nr. 21. Band 45 

dieses Journals S. 284. 

(Von dem Herrn Dr. pbil. Lottner, Lehrer der Mathematik und Physik an der hohem 

Bärgerschale zo Lippstadt.) 



Aufgabe C. 

Cia sei die anfzolösende Gleichung 4teii Grades, deren Co6fficienten, 
um die BrQche zu vermeiden, mit passenden Zahlen multiplicirt sind: 

a?*— Siia:*— 12ftar' — 48ca:-|-12<l = 0. 
Bezeichnet man: 

y{6«*rf+ t8c*— ft'4-3W+ i2aöc 

+ )/[(6a'rf4- 18c»- ft»4-3W+ 12«Äc)'— (*»-8«c+4)*]| 

= i[A-{-^(A^—B*)] mU p und 
^ '^ yieaW+lSc»— *»+3W-f 12«6c 

- |/[6«*<l -f 18c»— A* -f 3*rf-f i2a6ey - (**- 8«c + rf)»]} 

= 'y[A-y(A'-B')] mit q, 

so sind, vorausgesetzt, dafs A' — i^^O ist , die 4 Wurzeln der Gleichung : 

X, = 2« + >^(4fl'+26+p + y) 

+ ]/{8«^+4*-;»-9 + )/[(8fl* + 4*-/»-y)'+3(/r-yn}, 

\x, = 2a + |/(4aH2*+/»4-y) 
ra% f -y{8aH4*-/>-y + y[(8«H4*-/»-9)H3(;»-ynN 

^^•^ Va = 2fl-y(4aH26+;»+y) 

a?4 = 2a—^(4d'-{-2b-\-p-\-q) 

_ i^/{_8a*_4*+|»-f-y + ^[(8«^ 4A-;»-y)'-|-3(|»- yfl}. 

im andern Falle, wenn A'-— B^<^0 ist, setze man: 



6a*</+18c»4-3Arf— *'+*2aic J 

cos« = ' ■ r-' = — r* 

(6'- Soc + rf)* Ä« ' 



so sind die vier Wurzeln: 
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X, = 2a-f y(4«*4-26 + 2Ä»cosio)-f-|/(4a'4-2* — 2il*co8i(7i+«)) 

-j- y (4«* + 2* — 21I» cos i (71 — «)) , 
a?, = 2a4-i/(4a*-{-26 + 2Ä»cosi«)— |/(4o» -1-2* — 211» cos i (71 -[-«)) 
, -y(4a*-f2*-2B*cosi(yi-a)), 

^ ^^ V» = 2a— y'(4«* + 26-f 2ll*cosia)— y(4a»-f-2* — 2il»cosi(7i-f «)) 

+ )/(4a* -f 2* — 2Ä* cos i (n— «)) , 
x^ = 2«— v'(4o* + 26-j-2fi»cosi«)-f y(4ö»-f 24 — 2B»cosi(7i-fa)) 

— y(4«' -j- 2* — 211* cos i (?i— «)). 

Wie man sieht, müssen in diesem Falle die vier Wurzeln entweder alle 
reell, oder alle imaginär sein, je nachdem 4a'-|~2* — 2B»cos^(7i-|~") "''<' 
4a' -{-26 — 2A»cos^(7i — a) beide positiv oder einer von beiden AusdrQcken 
negativ ist. 

Aufgabe D. 

Es ist nun zu zeigen, dafs wenn d = ist, die Auflösung mit der 
der cubiscben Gleichung 

a?' — 8aa^ — 12*x — 48c = 
flbereinstimmt. 

Setzt man: 

yitf «* + 2«* -F 3<r -f- y[(tf oH 2«* -i- 3c)- - (^/i^ -I- A)>]} 

= 'AC+ AC'-IP)} = u und 

YiH«'+2«ift + 3c-y[(|fa>-f-2fl*+3c)'-(V««H*)']} 

= i{C-i{C'-D')} = V, 

so sind bekanntlich die drei Wurzeln derselben: 

(5«.) Xj = |a -|- 2 (II -|- ») , a?j = |a — (ii -f p) — (ii — r) |/3 ». 

(6.) arj = |fl - (« -I- p) -f (« - V) y3 », 
Wird 1^ = 0, so reduciren sich p und q auf: 
;» = V[J + y(^-Ä')] 

= V{18c'-f 12a*c — **-fy[(18c*-fl2a*c-4^)^— (*»-8flc)»]|, 

= V{ 1 8c' -f 1 2a6c -b'—y[{iSc'-\-i 2abe — b'f — (6' — 8ac)»J } . 

Es ist also zu zeigen, dafs nach der Substitution der Werthe (7.) in (3.)f 
die Ausdrücke daselbst mit denen in (5 a.") übereinstimmen. 
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Man erhält 

(8.) p = —iav'\u\ y = —^au-\o\ 

Die Richtigkeit ergiebt sich aus folgender Rechnung. 
Es mürste sein: 

^^•■' j ^ = »« _ \,w*u + If «■ »' »' — ^ f a'«^ 
oder, nach Einsetzung der Wertbe aus (5. und 7): 

2C'-Zy-4aCD-f-{^*fl'— |f«i'C+(2C-4«0-|-|K)/(C'-Zy) und 
'•"•^^ A-yXA'--B'^) 

2C'—IP—AaCD^ 'jVfl — |fa'6'-(26'-4tf Of | K) ]/(C'-Z)*). 

Hieraus mfifsle ferner folgen: 

Nun erhält man in der That, nach einiger Rechnung: 

2C— 4«D-| «1«^ = 2(tf«'-f2«A4-3c) -4«('^'a'^ *)4-|f«' = 6c, 

Die erste Gleichung (11.) wäre also verificirt; die zweite verwandelt sich, 
mit Hülfe der ersten, in: 

^.^.\{bc-\^fa')C-^D\\'u^-D) ^ A, oder in 

< *^-J \(^bc - i^Sii)(i^a''\'2abC']-3c) + ({««^^ Ä)^^« a'-b) = 12aÄc+18c^-Ä^ ; 

welche Gleichung nach einigen Reduclionen sich ebenfalls als identisch er- 
weiset. Da die beiden Gleichungen (11.) zur Beslimmung von C und D 
hinreichen und ihre Identität nachgewiesen isl^ so folgt die Richtigkeit der 
Gleichungen (8.). 

Es folgt aus denselben: 
(13.) l =(ti-ft7-|«)'-2fi-K. 

Die Gröfse 4tt^-f 26 läfst sich unter der Form ^ä^-\'2D darstellen; also ist: 

Sä' — U—p — q = la^'l 4D'\-i-a{U'\'V) — ü' — v\ 
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Da D=Av ist, so wird hieraus: 
(14.) Sai'-U-p—q = 2[(ta + ii+r)^-3(ii — i;)^J, 
folglich : 

-= H(4«+« + «^)'-3(ii-t7)'r + 3(ta+ii-fr)^(ii-i^)' 
(15) 7= it(i« + «rt^)'+3(ti-r)^% 

^aSä'-4b-p-qf + 3(ip-qr)±{8d' + ib-p-q) 

3(u — v)\ 

Der erste Wertb pafst für das obere, der zweite für das antere Zeichen. 

Mit Hülfe dieser Transformationen verwandeln sich in dem Falle if=0 
die Ansdrflcke in (2.) in folgende: 

^j = 2 a -f «^ + «^ — t « 4 - f « + ^ + «^ = f ö -f 2 ( II -f r ) , 

Xj = 2a —u—v-\'^a— {u—v)^S . i = |a — (ii -f i?) — (w — i^)y3 .«^ 
x^z=:2a —u—v -f- ia-\-{u—v) ^3 .i = f a — (ii-f- 1?) + (•* ~ ^) 1^3 .t; 
welche genau mit den Ausdrücken in (6.) übereinstimmen. 

Für den Fall der trigonometrischen Auflösung verwandelt sich (3.) in 

A 18c*4.12«ft— 6» 
cos« = — r= • i 

Die dann entstehende cubische Gleichung hat, wenn 

cos«! = — r = ^^ — • i — 

gesetzt wird, 

(16.) Ix^ = |« + 4ß»cosi(7r.}-aJ, 

zu Wurzeln, deren Identität mit den Ausdrücken in (4.) für diesen Fall nach- 
zuweisen ist. 

Die Gleichungen: 

;>==— far-fii', y=r5:— faii-fi;^ 

verwandeln sich Jetzt in folgende: 
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Die Addition der Gaben dieser Ausdrücke giebt: 

Ä*cosa = 2/ycos'ai — /y — 4iiZ>*cosiXi + ¥a-Z>^ — 4ftf /Hcosa» 
oder 

also dieselbe Gleichung wie (II.)« 

Multiplicirt man die beiden Ausdrücke (\T*')^ so erhält man für die 
zweite zur Bestimmung von C und D notbwendige Gleichung: 

die ebenfalls durch eine kleine Rechnung als identisch sich erweiset. Also 
gelten die Ausdrücke in (17.). 

Man erhalt aus denselben leicht die reellen Formen: 

4 20*cos^a — f al>^cos^ai-|-2i>cosf a^, 
(180 J2B»siniai — ftfD^siniat + a/^siniai- 
Berficksichtigt man, dafs At^ '\-2b = 2D-\- ^a^ ist, so wird 

(19.) 4«' + 2i + 2ö»cosJa, = {2Z>*cosia, — f a)^ 
Femer findet man 

r201 i2B*cosi^(7i±a) = —^aD^cos^{n + a;) — 2Dcosi{n + a^) 
^ ^^ J4a'-j-2* — 2Ä*cosi(7i + ce) = (2l>»cosi(7r + ai)-f ill)^ 

Mit Hülfe von (19. und 20.) und der Formeln 

cosi{7i— ai)-|-cos K^-f^i) = ^^s i"i 9 ^^^ K^— Ol)— cos K^4"^i) = V^ ^^" i^i 
verwandeln sich die Wurzeln (4.) in 
jPi= f a-f 4Z>^cos^ai, 

ar3 = fa — 2Z)* cos ^cci — 2D^^Z sin ^ai s=s | a — 4Z>* co8^(7i — a,), 

Dies sind die Ausdrücke (16.); mitbin ist die in der Aufgabe ver- 
langte Rednctien in allen Fällen ausgeführt. 

Lippstadt, den 19ten April 1853. 
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14. 

Theorie der Dreh- und Flieh -momente der paral 
lelen Seitenkrftfte, in welche Krftfte im Räume 

zerlegt werden können. 

(Vom Herrn geh. Rallie und Professor Dr. Schweins in Heidelberg.) 



§. t. 

JDisher kannte man nur die Gleichungen zwischen tien Drehmomenten 
um verschiedene Axen , aber nicht die Gleichungen zwischen ihren Besland- 
theilen oder zwischen den Drehmomenten der parallelen Seitenkräfle, welche 
durch Zerlegen der Krä(te nach den Richtungen der Coordinatenaxen entstehen. 
Diese Gleichungen sollen hier entwickelt werden. Ihre Kenntnifs ist nOtzlich, 
was sich bei späteren Untersuchungen bewähren wird. 

Die Bezeichnung ist folgende: ich nehme zwei rechlwinklichte Coor* 
dinatensysteme an x-, y, z und x-', y\ %\ und nenne die Cosinusse der Winkel, 
welche 

x' mit Xy y, z bildet, a, (i, y 

y' «', ß', / 

und die Coordinaten des Anfangspuncles des zweiten Coordinatensyslems a, b, c. 
Ferner selze ich 

2:Y=B, 2.zX=G, :SU:Z==6?„ :SyY=m, l-\^n=g 



und 



und 



^Z = C, 2:xr=H, 2yX=Ui, SzZ = n, m-{-n=f 

= A', 2:y'Z' = F', 2z'Y' = F', Sx'X' = l', /'-f-m'==Ä' 
= B', ^z'X' = G', ^x'Z ' = G', 2y' Y' = m', V + «' = ^ 
= C, 2x' Y' == W, -2>-'jr' = B', Sz'Z' = n', m' -f n' = /* 

^( vZ — « F) = F— F, = L, ^iyZ' — z' Y') == F' - F[ = L' 
2:izX- xZ)=G-G,=^ M, 2{z'X'- x'Z') = G'-Gl=M' 
^(x Y- yX) = H-H^ = JSf, ^\x' Y'- yX') = Ä' - ff/ = N' 
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und 



^((3:-c)X-(a:-ff)Z) = M,, 

uDd zulelzl 
:S(y-b)Z=^F„ S{s-c)Y=li\,, 2:{x-a)X=l„, /, + fii» = A„„ 

S{x-a)Y^.H„, 2{y-b)X=Hu, S{z—c)Z==n,, mf\-n, =f,c 

tt.6. == 'o + »»6 -f Wo u = l-\-m-\-n. 



§. 2. 



Das Product 



{X — a).Z' 

lafst sich auf zwei versciiiedene Weisen durch andere Producle ersetzen, 
nfimlich, wenn entweder statt Z' 

z' = a"x-j- /r F-f /'z 

oder statt des anderen Factors x — a 

X — a = ax' -\- a'y' -f a"z' 
gesetzt wird. Man erhält dadurch die Gleichung 

{x-a)(a"X^(¥'Y-{-fZ) = {ax'^ay-\a"z')Z'. 
Eben so kann man bei den Prodncten 

{y — h)Z' und (« — c)Z' 
verfahren, nfimlich 

(y_A)(„"x+/3"r4-/'Z) = (,ßx'-\ßy-\ß"z')Z' 

{z-c){a"X^ß"Y-{y"Z) = (yar'+/y'-f y"s')Z' 

Wenn man nun den einzelnen Producten das Summenzeichen vorsetzt, und 
sich der obigen Zeichen bedient, so erhflit man folgende Gleichungen: 

j a'% + (¥'Ha -f /'©.„ = aG[ -f a'F' + «"»' 
(1 .) a"H,,-\- /3"mj + /'Fj = ßG[^ ß'F' + ß"n' 
{ a"G, + ß"F,,-\- fn, = yG[\ / F' -|- f n\ 

Eben so behandele ich die Producte 

z\X, z'.Y, z'.Z, 

ich ersetze den einen Factor durch andere Gröfsen, wahrend der zweite 
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Factor anverfindert bleibt, nämlich 

(«" ix-a)-\- ß" (y -b)-\-f(z-c)-)X= z' (aX' + «' F' -f a"Z') 

( :)Y= z'ißX'^ß'T-^ß"Z') 

( •)Z = z'iyX'-\-yY'+r"Z'), 

und erbalte folgende Gleichungen: 

(2.) «"Ä„+/rT/.,+/'F,,==/9C'+/9'iJ^+/9"n' 
W'G,„+ß"F,^y'n^ = yC'-f/FHyV. 

Werden die Producle 

{x-a)r', (y-b)¥', {z-c)Y', fX, /F, y'Z 

einer gleichen Behandlung unterworfen, so entstehen die Gleichungen 

(«7. +/S'fl,+/G.„= «fr' + «W4-a"FI 
(3.) a'H,,-\-ß'm, +y'F» = ßH'-^ß'm'-\-ß"t\ 

[a'G, ^ß'F.^+r'^c =^ yH'+/»»'+/'i^i 
und 

( a7. -f ß'U,^ -f y'e, = «»,'+ «W -f «"F' 

(4.) a'fl;.i/9V/i, +/F,,= /!?flH-/S'in'+/3"F' 

(«'C.^i/yF» +/», == 7flI+/j»'+/'F'. 

Zuletzt erzeugen die Produ<!te 

ix — a)X', (y-b)X', iz — c)X', x'X, x'Y, x'Z 

bei einena gleichen Verfahren die Gleichungen 

I«/, ^ßH^^rG^= «f+a'lTi + «"«?' 
(5.) «ir,6+/9/«6 +yF, = ße+ß'H[-\-ß"G' 

mid 

(6.) «fr,+/9«,, +7F..= ßl'-\-ß'H'i.ß"Gl 
( aG,,+ ßt\ + y n, = yr + y'H' ^ßf'G[, 

Diese sechs Gleichungen geben den Zosammenhang der Dreh- und der Flieh- 
momenle der parallelen Seitenkrifte in einem rechtwinklichten Coordinaten- 
Systeme mit den Dreh- und Flieh -momenten der Seitenkrfifte in anderen 
rechtwinklichten Coordinatensystemfen an. 
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$. 3. 
Die Prodacte 

welche in diesen Gleichungen vorkommen, können durch andere ersetzt werden. 
Es ist nämlich nach meiner früheren Untersuchung Ober Fliehmomente im 
38. Band 1. Heft dieses Journals Nr. 31. 

eine beständige Gröfse, denn die verschiedene Richtung der Coordinaten hat 
auf dieselbe keinen Einflnfs; daher 

•o = *'a6c — fbef ' = **a6e — f 
»•i = «aic Sic* "»' ^ ^abe S' 

Werden diese Producie statt der ersteren gesetzt, so fällt wieder die beständige 
Gröfse aus den Gleichungen, und diese gehen in folgende Ober: 

(7.) { + a"jy^+/9'>„ +y"i?V == ßG[^ (¥ F' - ßf' k' 



und 



- « "Ac + ßf'liib -\-fGc = aG'^ a'F[ - a"k' 
(8.) {+«"il.-/9'V.c+/'/^.e= ßG'+ß'Fi^ß"A' 

(9.) { + a'Uu -ß' y,c+ y' i^6 = ßB' - ß'ß' + ß"F\ 
i-a'G, ^ß^Fu-yh^ = yfl'-/y + /'i?:, 

(10.) { + «'fl. -/3' i,ac + /Fic = /?ä; - ßff' + /S"F- 

(11.) {+«fl.6-/9iroc+yi^; = -ßr-{-ß'H[-\-ß"G' 

-^aG,-\rßF,, -rKb=- ^yf^yH[-\-r"G', 

-afu-\-ßH,,J^YGc =^ -<+«'»'+«"«! 

(12.) { ^aH,-ßSac-\-rt<\c = -ßr+ß'B'-{-ß"G[ 

-\- aG^-\- ß F, -yh^ = -y/^+y'^'^-/'©;. 
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§. 4. 
Die Gleichungen, wodurch die Summen der Producte 

x'X', y'Y', «'Z', 07' y, x'Z', yx', yz', ex\ z'Y' 

in einem Goordinatensysleme durch die Summen im anderen Coordinatensysteme 
dargesiellt werden, sind 

(i3o:s"x'X'=r==«v„+^w,+yX+«/?(«.-f«i6)+«y(ß'i<.-ffi'c)+/??'(i^*-!-i^,.) 

= «■-7 -{-ßr-m -\-fn ^aß{H -]- /!,) -\-ayiGy -\-G) -\- ßyiF -\- F\) 

— {aA -[• ßB -f yC) {aa -[ ßb -f- yc) , 

(14.) -Ty' r:=/«'=a'-Y„-|-/5'V/»,+/-'«,-| «'/?'( //„-|-^,,)+«y(C.„+6?.)-(-/9'/(F«-i-F..) 

(15.) -2-.r' r'=H'= ««'/., -1 /J/y»«, -f yy'n, 

==ttu'l \ ßß'm-i-yy'n 

-\-aß' H ■\a'ßU, H-a/tfi + a!yG-\-ßy'F -{-ßyF^ 

— {^a'A -f ß'B + /C) («« + /?* -f yc) , 

(16.) ^y'X'^U\=aal., + ,?/3'f/.» -f y/n, 

-I- cr^'«-.,, 4- a'ßH^ -\ ay'G, + a'yG,„ + /J///^., + /?VF* 

= aa' l -j- Z:?/!^' m -j- j'^'n 

-|- a/T ff, -j- «7?^ -f ay' G -}- «> fif, + ßy' F, -\- ß'yF 

-{aA-\-ßB-\-yCKa'a-\-ß'b-^y'c), 
n. s. w. 

§. 5. . 
Verbindnngen dieser Gleichungen zwischen den Mouienlen der paral- 
lelen Seitenkräfle erzeugen wieder neue Gleichungen zwischen den Momenten 
der niebt zerlegten Rrdfle uin die Coordinatenaxen zweier Coordinalensystenio ; 
so entstehen durch Abzählen der Gleichungen 1, 2 oder 7, 8, der Gleichungen 
3, 4 oder 9, 10 und der Gleichungen 5, 6 oder It, 12 folgende: 

j ß" iV„, - y"M^, = -aM'-\-a'L' 

(17.) \y"L,,-.a"N.., = -ßüU'^ß'L' 

a"M„^.-ß"L,^ = -yü/'-f /L', 

ß' N,, - y'M„, -^ -]- o iV' - a"L' 
(18.) {/ L,,- u'S^, = -^ßJS'-ßf'L' 

a'M„,-ß'L,, = ^y]M'-y"L', 
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(19.) \y Lu- ctN,, == -/?'xV-f- ß"M' 

Die Gieichangen fOr Kräfte in einer Ebene ergeben sich aus den obigen, 
wenn in itinen gesetzt wird 

F=F, = G = G, = ii = und c" = /3" = y=/ = 

und auch 

F'=^Fl=G'=G't = n'=--0. 
namlici) 

,««, )«'- +W» =«/'+«'»' 



und 



(24.) 



^/ F' = m' = a'V„ + /Tm, + «'/?'(«. + if,,) 
:sy' X' = Ji; = aa'l„ + /?/9'iii, + «/i'il,,+ a'ßH, . 

Die Gleichungen, welche ich im Obigen mitgetheilt habe, finden mannig- 
faltige Anwendung, besonders bei der Theorie der Mittelpunkte der parallelen 
Seitenkrfifte , die hierauf folgen, und die ganz auf diese Gleichungen sieb 
grtlnden wird. Aufserdem gibt es Aufgaben, die durch sie nur ihre Lösung 
erhalten können. Als Beleg hiezu nur folgende drei Fälle: 

Dm Kräfte mnes^ Kräftensystems nach dreien zu einander senk'» 
rechten Richtungen iterlegen, so daft eine von den dreien Gruppen 
paralleler Seitenkräfte keinen Einflufs auf das Drehnoment de» 
Kräftetisjfstem^ hat. 

Soll die Gruppe Z' keinen Einfltifs auf das Drehmoment haben, so 
fällt diese Aufgabe mit folgender zusammen:. Das Coordinatensystem so 
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amzQindern, dafs 

-Ta^'Z' = -T/Z' = oder G[ = F^O. 
Die Gleichungen N. 1 iösen diese Aufgabe, sie sind in diesem Falle 

Zu diesen kommt noch die Gleichung 

Die Verbindung dieser vier Gleichungen ffihrt zu den Werthen von a'\ ß^' y'*, 
welche die Coordinaten a, h, c des Anfangspunktes des zweiten Coordinaten- 
systems unbestimmt lassen. 

§. 8. 
Sollen die Krfifle eines Kräftensystems in drei Gruppen paralleler 
Seitenkräfte zerlegt werden, so dafs das Drehmoment der Gruppe X' um die 
Axe y und das Drehmoment der Gruppe Y' um die Axe x' keinen Einflufs 
auf das Drehmoment des ganzen Kräflensystems hat, so hat man in N. 2 

J?«' J[' = JSs' y = oder 6?' = 1?T = 

zu setzen. Da wenigere Gleichungen als zu bestimmende Gröfsen a", ß\ y\ 
a, b, c vorhanden, so können mit den gestellten Bedingungen noch andere 
verbunden werden. 

§. 9. 

Können die Kräfle eines Kräflensystems in drei Gruppen paralleler Seiten- 
krifte zerlegt werden, so dafs das Drehmoment zweier Gruppen X' und Z' 
um die Axe y' und zwar das Drehmoment einer jeden von ihnen = ist? 

Nach diesen Bestimmungen soll nicht allein 

2{z'X'—xlZ')=^0 
sofidern noch 

:Ez'X'=2;x'Z'r=0 oder C' = C; = 0. 

Diese Frage wird entschieden durch die Gleichungen 1 und 2, wenn 
in ihnen die vorstehenden Wertbe gesetzt werden. Durch Elimination von 
/^ und n' erhält man aus ihnen die beiden Gleichungen 

(a" /, -j-/3"£f. -f y"6?.J« ) («" /, + /9"lf .»+ y" ^ J a 
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welche in Verbindaiig mit den Gleichungen 

1 = a' + ß'4-y\. 1 = a"^ -{- ß"' ^ r"^ 

vielen Spielraam für die zu bestimmenden Gröfsen lassen. 

Durch Abzählen der beiden ersten Gleichungen entsteht« die Gleichung 

welche angiebt, dafs die Coofdinatenaxe y in der Homentenebene des Dreh- 
punkts {abc) liegt, und durch diesen Punkt geht 

Zu demselben Schlüsse würde man gekommen sein, wenn man von 
den Gleichungen §. 5 Anwendung gemacht hätte. 

Heidelberg, im December 1853. 
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15. 

Theorie der Mittelpunkte der parallelen Seitenkrftfte. 

(Vom Herrn geh. Bathe und Professor Dr. Schweins in Heidelberg.) 



JJie vorzögTicbste Anwendung der Gleichungen, welche den Zusam- 
menhang der Dreh- und Flieh -monienle der parallelen Seitenkrftfle in zweien 
Coordinalen - Systemen darstellen, findet statt bei der Mittelpunkts -linie und 
3Httelpunkls- ebene dieser Kräfte, bei einem Gegenstande, welcher aufser der 
Begründung, die ihm schon Herr Prof. Minding im 14. Bande dieses Journals 
und Herr Prof. Möbius in seiner Statik gegeben haben, von Neuem bearbeitet, 
und weiter geführt zu werden verdient. Was aber mich besonders zu dieser 
Untersuchung vernnlafst hat, sind nicht allein die eben genannten Gleichungen, 
durch deren Anwendung das Verändern der Richtung der Kräfte beseitiget 
werden kann, welches Verändern bei den genannten Gelehrten die Hauptsache, 
aber den Ergebnissen, in Bezug auf die Mittelpuncte ganz fremd ist, sondern 
auch weil ich fand, dafs die Hauplflieb«* linie und Hauptflieh - ebene bei Kräften 
in der fibene und im Räume, deren Theorie ich im 38. Bande dieser Zeitschrift 
gegeben habe, eben die Elemente sind, durch welche die Zentrallinie und der 
Zentralpunkt bestimmt werden. Übrigens hat der neue Weg nicht allein zu 
dem Bekannten, sondern auch zu mehrerem bis jetzt Unbekannten geführt, 
wozu besonders das reciproke Punkten- und Liniensystem der Mittelpuncte der 
parallelen Seitenkräfle gerechnet werden kann. 

Die Bezeichnung in der vorhergehenden Theorie der Momente der 
purallelen Seitenkräfle in §. 1 wird auch hier unverändert beibehalten. 

I. Mittelpunktslinie der Kräfte in der Ebene. 

§2. 

1) Wenn die Kräfte in einer Ebene nach paralleten Richtungen 
-zerlegt werden, so liegen die Mittelpunkte der parallelen Seitenkräfle 
in einer geraden Linie. 

Der Reweis, den ich hier gebe, besteht darin, dafs ich den Ort dieser 
Mittelpunkte aufsuche. Zu diesem Zwecke benutze ich die Gleichungen in der 
vorhergehenden Theorie, in welcher die Momente in zweien Coordinaten- 
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Systemen gegeneinander flbergestellt sind. Die Momente in dem einen Coor- 
dinatensysteme /, m, U, H^ werden als gegebene Grundlagen der Rechnung 
angenommen, und nach Erfordernifs der Aufgabe werden den Momenten 
l\ m\ H'j Hl im anderen Coordinalensysteme die nöthigen Eigenschaften bei- 
gelegt. Diese sind fOr den Mittelpunkt der Gruppe X[^ X^^ . . . 

-Tor' A' = -2>'^' = oder r=ir; = 

und für den Mittelpunkt der Gruppe 1^, F^, . . . 

^yr'^Sx'Y'^O oder m' = /r = 0. 

Die Gleichungen, 22 und 20 in §. 6 gehen hierdurch in folgende aber: 

a t„ '\'(iH^ = oder a2{x—a)X'\-ß 2{x — a)Y = 

aH,,-\ßm, = . a2:{y-b)X^ S{y-h)Y = 
und 

a7„ -{-ifHa = - e!2{x — ä)X^(¥2:{x-a) F = 

a'U,,-\-(rm, = - a'2:(y - b) X^{r:S(y- b)Y = 0, 

aus weicher, wenn Hi, 6| die Coordinaten des Mittelpunkts der Gruppe X[^ Xi^... 
und a^^, b^^ jene der Gruppe Y[^ F,, ... sind, sich ergiebt, dafs 

^^ ^' ~ uA+ßB ' ^* ~ aA + ftit 

Die Linie, welche durch die beiden Punkte {afi^\ (^^A/) 9^^^^^ ^^^ ^"^ Gleichung 

welche, wenn die eben gefundenen Werlhe eingeführt werden, in folgende 
fibergeht : 

3) (Bl - AU)y + {Am — BH,)x -} HU, — Im = 0. 

Diese Gleichung, welche, so wie alle folgenden in dieser Abhandlung, hier 
zuerst erscheint, ist von den Winkel functionen, also von der Richtung, nacli 
welcher die Krflfte zerlegt werden, unabhängig, und gibt an, dafs der Oi^t 
aller Mittelpunkte der parallelen Seitenkrflfte eine gerade Linie ist. 

§. 3. 
Die Gleichung der Haupllinie der Drehmomente ist 

Ay-Bj^H-n, -- 

und jene der Fliehmomente ist 

By'\^Ax — l—m = 0. 



.1 
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Verbindet man diese GleichoQgen mit der Gleichung 8^ so erhält man 

4) für den DßirchscAnift der Mittelpunktslinie mit der Hauptlinie 
der Drehmomente die Coordinaten 

, Am(-H+H,) + B(lm-H]f :., _ A{lm-- W)-\-Bl(H^H,) 
'' " A'm—Aß(H+H,)-\'ßU ' ~ A^m-^AßiM+U )f ÄV 

und 

5) für den Durchschnitt der Atittelpunktstinie mit der Haupttinie 
der Fliehmotnente die Coordinaten 

^,, A(m'+HH,)-B{l+m)U, ^„ _ A{l+m)H-B(l'+HH,) 

^ ~ A*H—AB(l—m)—B'U, ' "^ — A*H—AB(l-m)—B*U, 

Die Coordinaten des Mittelpunkts des ganzen Krfiftensystem»^ welcher 
der Durchschnitt der beiden Hauptlinien der Dreh- und der Fliehmomente 
ist, sind 

.- u''' — ^(''«+U^)+B(l+m) ^_^n_ A(l+m)^B{H-H,) , 

Werden diese in die Hittelpunktsgleichung 3 eingeffihrt, so entsteht die Gleichung 

{AH-Blf^{Am—BH{f = 

welche nur dann möglich ist, wenn 

A — L—äx 

B ~ H ~ m' 
Wenn aber diese Gleichung statt findet, so ist zugleich 

a s=: ii lind b = b 

und die Gleichung 3 giebt in diesem Falle nicht eine Linie sondern nur eihen 
Punkt an. Daher 

6) In jedem Krdf/eneyeteme in einer Ebene, welches eine Mittet^ 
kraft hat, giebt en aufeer den beiden Hauptlinien der Dreh-- und der 
Fliehmomente noch eine dritte fente Linie, nämlich die Mittetpunktetinie 
der parallelen Seitenkräfte , welche nie durch den Durchschnitt jener 
beiden Hauptlinien oder durch den Mittelpunkt des ganzen Kräftensystems 
geht, aufser in dem Falle , wenn alle Mittelpunkte der parallelen Seiten-^ 
kräfte sich mit dem Mittelpunkte des ganzen Krdftensgstems in einem 
Punkte vereinigen, und welches daran erkannt werden kann, dnfs 

A — L—äi d ^i _ SjcX £yX 
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Diese drei feste Linien bilden ein rechlwinklichtes Dreieck, die Hypo- 
tbenuse desselben ist die Miltelpunktslinie der parallelen Seitenbräfle, und die 
Kathelen desselben sind die beiden Hauptlinien der Dreh- und der Flieh- 
momenle. 

§. 5. 

Man hat die Krfifte nach der Richtung der Mittelpunkts '-linie und nach 
einer Richtung, welche £u dieser senkrecht ist, zerlegt, und den Mittelpunkt 
der ersteren dadurch ausgezeichnet, dafs man ihn den Zentralpuffkt genannt 
hat. Mit Hülfe der oben entwickelten Gleichungen ist es leicht, zu beweisen, 
dafs dieser Zentralpunkt kein anderer ist, als der Durchschnitt der Mittelpunkts- 
linie mit der Hauptlinie der Fliehmomente. 

Die Seilenkräfle JE^, JT,, ... bilden in diesem Falle mit x denselben 
Winkel, welchen die Mittelpunktslinie mit x bildet, also nach N. 3 

£ BH,—Am £ _ AH—Bl 

a ~ Aü—Bl ' a' ~ BH,—Am^ 

Werden diese Werthe von —, -7- in die Gleichungen N. 2 eingeffihrt, so 
entstehen fOr n^, b^ dieselben Werthe, welche in N. 5 fOr v*\ u" und für 
^sif ^ii dieselben Werthe, welche in N. 4 für v', u' gefanden wurden. Daher 

7) Werden die Kräfte msck zweien Richtungen y wovon die eine 
%u der Miftelpunktstinie parallel und die andere zu^ derselben äenkrecht 
ist, zerlegt, so fällt der Mittelpunkt der parallelen Seilenkräfle in den 
Durchschnitt der Miltelpunktslinie mit der Hauptfliehlinie, und der Mittel'^ 
punkt der senkrechten Seitenkrdfte in den Durchschnitt der Mittelpunkts'- 
linie tnit der Hauptdrehlinie. 

Anmerkung. Wenn die Kräfte nach der Richtung der Mittelkraft 
HDd nacn einer Richtung, welche zu dieser senkrecht ist, zerlegt werden, so 
sind die Goordinaten des Mittelpunkts der parallelen Seitenkrftfle 

_ Al+BH . _ AH, + Bm 

und der senkrechten Seitenkrfifle 

oder der Hittelpunkt der letzteren liegt im Unendlichen. 

A l H 

Nur daqn, wenn ^=-^==— J-, fällt der Mittelpunkt des ganzen 

Kräflensystems mit dem Mittelpunkte, dessen Goordinaten n,, b^ so eben an- 
gegeben sind, zusammen. 
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II. Mittelpunktsebene der Kräfte im Räume. 

§. 6. 
Aufser der frOberen Bezeichnung wird hier noch ferner angenommen, dab 

a^y b^, €^ die Coordinalen des Miltelpunkls von X[^ Xi^ . . . 
^uy ^u> ^u " - - - - ,. - Y[^ I25 • • • 

seien. 

Bei der Bestimmung des Niüelpunkts der Krfifle JT/, X^^ ... mufs 

gesetzt werden 

G' =: -Ts'JC' = , H[= jsyx' =0, r = jsx'X' = 0, 

bei den Seitenkräften Fi, F,) • • • ist zu gleichem Zwecke zu setzen 

und bei den Seitenkr&ften Z[^ Z, , ... 

G[ = 2x'Z' =^0, F' = JSy' Z' =0, n' = -Zi'Z' = 0. 

Die Gleichungen ö, 3, 1 in der TAeorie der Matnenie der paralle^ 
len SeiUnkräße gehen hierdurch in folgende Ober: 

8) u i„ + ßffa + Y^ia = 0, a! h + ß'H^ + r'^u. = 0, a'^ L + /5'U + f^.a = 

aCr^.+/9F,, + yii, =0, a'6?,-[-/?'F,.+ /n. =0, a"C, + /?''F,,+/'ii. = 0- 

Man hat in diesen Gleichungen a, b, c von den übrigen Gröfsen zu trennen, 
aber auch zu berücksichtigen, dafs 

«, ß, y za a^, b,, c, 

<^"'ß">r" - ''.u>K.»c,„ 

gehören; man erhält für die drei Mittelpunkie folgende Coordinalen: 

_ a'l^ß'fi^ /G, . _ a'II,+ß'm + yF _ aTy + ßfF^+yn 

"" ~m'A + ß'n^yC' " ~ o'J + ^Ä-f-yT * *^'' ~ a'A-^ß'tt^y'C 

_a''U\-ß> n-\-f(i, . _ a"H^-\-ß"m-\ -y'F _ a''G + ß'F,^y"n 
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§. 7. 
Wenn a, ß, y oder a!, ß, / oder a", ß", /' eliminirt werden, so 
entstehen aus 8. die Gleichungen 

wovon jede zu der Gleichung 

11) F,G,U^^b\fi,M,J^l,m,n,-l,F,F,,-m,G,jG,-nMaH^^ = 
führt, die alle Mittelpunkte der parallelen Seitenkrftfle, in welche das Krfiflen- 
system zerlegt werden kann, angiebt. 

Die Summe der vorstehenden Producte will ich durch 

vorsteilen. Wenn die Producte entwickelt werden, so fallen alle Verbindungen 
at, ac, bc, abc aus der Rechnung, und es entsteht eine Gleichung vom ersten 
Grade, nämlich die Mittelpunktsgleichung 

12) ya6c=0 = y„-| a.yi-|-ft.y2-f ^-^3^ 
wo 

1 3) f/)o = FGU -f Ffi.U, + Imn — IFF, - mGG, - nHH, 
(p, = A[FF,— mn)^B[nH^ — FG)^C{tnG-Ffi,) 
(P2 = AinH-F,G,)-{^B{GG^- /n) -f C(/F, —GH) 
(p, = A{fnGi-FH)'\^B{lF —GMi+C(HH,— lm). 

Da die so eben entwickelte Gleichung 12 von ol, ß, y, . . . . ^^ also 
von der Richtung der Seitenkräfte unabhängig ist, so ist durch sie zugleich 
die schon bekannte und auf anderen Wegen von Herr Prof. Mimüng ge- 
fundene Wahrheit hier bewiesen, nämlich: 

14) Die Mittelpunkte der parallelen Seitenkräße, in welche die 
Kräfte eines Systems zerlegt werden können, liegen in einer festen Ebene, 
welche von der Richtung der Seilenkräfte unabhängig ist. 

§. 8. 
In den Vorzahlen ^o, tp^s (fa^ 9>3 der Hauptgleichung 12, 13 kommen 
die Unterschiede je zweier Producte aus l, m, n, F, G, H, . . . vor. Zur 
Abkürzung der Rechnungen sollen für sie folgende Zeichen festgestellt werden: 

15) UH,-lm=Q, nH-F,G,:=Qi, nH,^FG=^Q^, 
GG, -ln = 0, mG-F,H,= V,, mG,-FH= U^, 
FF, -mn = V, IF- G,U,^ F,, IF,—GU^ F„ 
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Die Natur von tp» erkennt man leicht aas folgenden Gmppimngen vor- 
stehender Elemente: 

16) (?r-Fir,= /.y,., (?F- 17,17, = «1.9V,, U V - QJ)^= n .q>^ 
Q,ü,- FF, = Fx.y„, Qjr,- 1717,= G,.q>„, U^V,- QQ, = H,.tp„ 
Q,U,-VV,= F.<po, QtVi-UVi=G.q>,,, U,r,-QQ, = H .tp„. 

Ans diesen geht hervor, dafs q>o=0 ist, wenn entweder Qp, 17, oder Q^, 
V, oder ü^, V, zugleich =0, und die mgehingten Zahlen ungleich sind. 

$. ». 
Um den Znsammenhang der Yorxahlen <pu^ • . . , 9>j unter sich darsteilen 
SU können, mfissen zuvor folgende Gruppen der Elemente /, m, n, F, G, H 
mit den Elementen Q, ü, V gebildet werden: 

17) ii(?+6?,l7,-}-FF, = -9H, 
F.O-f tfl7i-fi»F, = 

GQ^ t «7,-t- II, F, = 

F(?,+ n£7,-l-CiF = 
tn Q,-\- Fiü,-\- H V = 
£f»ft+^£^,4-/F = -y„ 

Ci(?,4-F£7-f hF, = 

IQ^^H,U-\^GV, = 0. 
Da nun 

y, = ^F+Äft+Cr, 

y, = ^0,-j-Äl7-fCF, 

93 = 417,+BF,+Cft 

so ergieht sich vermittelst Elimination der Zusammenhang der Vorzählen 
9>bi 9*1« 9*i Vit Dflmlich 

18) A.<f>ü-\- l.<pi-\-Hi.(pi-\-G .<pi = 
B.<pü-\-H .(pi-\-m .yj-f^i.y, = 
C.q>Q^Gi.q>i-\-F .yj-f « .y» = 0, 
welcher folgende fflr die Untersuchung einfluffireiche Wahrheit begrflndet: 

19) Wenn drti der Gröfsen 9,,« <Pn Vit 9>i verschwinden, ao 
versehwindet auch die vierte, jedoch nur, wann nicht zugleich 

/=1I=&, = oder 
Hi = m = F = oder 
6 T=Fi^n =»0. 
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§. 10. 

Diese Erörterungen mufslen vorhergehen, bevor die Frage gestellt wer- 
den kann: wann findet eine Miltelpunktsebene und wann keine statt? Letzteres 
offenbar nicht, wenn die Vorzählen der Gleichung 12 verschwinden, und hiesa 
ist es schon hinreichend , wenn nur drei von ihnen = sind. Von den 
AusnahmsfAllen , welche die gefundene Wahrheit 19 angiebt, soll spAter das 
Nölhige beigebracht werden. 

Wenn keine Ebene, so kann doch eine Linie möglich seien, in welcher 
alle Mittelpunkte der parallelen Seitenkrfifte liegen. Diese Voraussetzung wird 
sieh bewahren, wenn die Gleichungen einer solchen Linie 

pa^qb = i, p^a-\-9,c = i, //„* + y,,<j = l 

von a,, *,, e„ von a„, *„, c,,, und von a^„, b„„ e„„ deren Werthe in N. 9 
angegeben sind, befriedigt werden. Es mufs also seien 

/»(«/+/?»+ y CO +V(«»i + /?»*+yl^) = aA-\-ßB-\-YC 
a' (¥ y a' fr y' a' (¥ y' 

a" /3" f «" (¥' f a" /9" /' 

a' ß' r' a' ß' / o' /y y' 

a" 73" y" «" ß" f a" ßf' f 

Pui HU ) = 

Werden nun diese Gleichungen mit a, «', a''^ mit ß, ßf, ßf\ mit y, y^, y^ 
vervielfacht^ so entstehen folgende: 

pl\qU-A=^Q, p,l\qß^A^% p^ß^^^ß^A^Q 
pa\qm^B=^Q, p,H\q,F,-B^O, p,fH-{t,,JF,-B =0 
pG,-\-9F^C=0, p,G,\q,n^C==^0, p,JF^q„n^C ^0, 

die durch Elimination tu den Werthen von p, q, p^, q^, p^^, q^^ fahren. Daher 

20) Wenn keine MillelpunkUebene eondern nur eine ÜUiUetpunkts- 

Ume statt findet, so können die Vorzählen von w, y, z, in den 

ckungen dieser Linie 

;,x+yr=i, p,x-\^q,s = u /»«r+y««=i 

auf folgende Weise gebildet werden: 

— AmA-BH —CH.4-AF —BF4-Cm 

P = 5 = K — ?^ 

_ ^AH—Bl _ ■\-Cl—A6, _ '{■BGt—CH 
q j^ V^ ö; 

84* 
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/^— jr — u — o^ 
1»— V, — u — 0, 

+ Am—BH^ _ +CH^—AF _ j-BF—Cm 

Es kann hier noch bemerkt werden, dafs die Gleichungen für die Miltel- 
pnnktslinie, die so eben gefunden, auch dadurch entstehen, wenn in den 
Gleichungen 10, woraus die Gleichung 12 hervorgegangen ist, Zähler und 
Nenner = gesetzt werden. Den Gleichungen ffir die Hittelpunktslinie kann 
daher auch folgende Gestalt gegeben werden : 

oi^ 'a_J^_^ oder -^ — i^ — J^ nHftr ^« Fic_m6 

^ Ha i*lc f^b ^la Hc tf, hia Ue Fb 

Die Bedingungsgleichungen, wenn eine Miltelpunklslinie und keine Mittel- 
punktsebene statt findet, erhfilt man aus den verschiedenen Ausdrflcken für 
f'^ y> • • • 9ii' Es 's* nfimlich 

Werden nun diese drei Gleichungen nach ihrer Folge mit C, B, A ver- 
vielfacht und zusammengezählt, so entsteht 

AU^BV,^CQ = = q>,. 

Ebenso sind die Qbrigen Gleichungen fOr pi^ ^1, ... zu behandeln. 
Das Ergebnifs der Rechnung ist 

22) Wenn ^^ = ^2 = 93 ^^^o auch ^0 = 0, eo findet keine MiUeU 
punktsehene sondern nur eine Mittelpunktslinie statt 

§. 11. 
Hierher gehört der untergeordnete Fall, wenn sämmtliche Kräfte des 
Systems zu einer Ebene parallel sind. Denn bei dieser Annahme kann die 
gedachte Ebene zu einer der Coordinatenebene, z. B. (xy), angenommen 
werden, wo also Zi = Zj = • • • = mithin 

woraus folgt, dafs 

y = y 1 = 92 = 9>s = 0. 
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Von den dreien Aasdrflcken, welche für jede der Gröfsen p, q, p^, q^, p^^, q^^, 
gefanden sind, bleibt hier nur noch eine, nfimlich 

— Arn^BH, ^AF,— BG —JF + BG 
P = ^ . ''' = ^ ' ''" = if— 

V — Q . 9s — y^ 1 9ss — £f 

Daher 

23) Wenn alle Kräfte zu der Ebene (xy) parallel sind, so üegen 
alle Mittelpunkte der parallelen Seiienkräfle, in welche die Kräfte zerl- 
ießt werden können, in einer festen Linie, welche durch folgende Glei-- 
chungen angegeben wird: 

{Am—BH,)X'\'(Bl—AU)y — tm'\-HH, = 

{Afi\-BG)xi-{Bl -AH)z-lF,\^GU = 

—{AF,— BG)y-\^{Am-BH,)z—mG\^F,H, = 0, 

oder durch 

lg fi<? Bih 

Ha f\c fnb 

Diese Gieichungen entstehen, wenn in N. 10 nur die Zähler = gesetzt werden. 

§. 12. 
Vorstehender Bemerkung liegt die Frage sehr nahe: Welchen Einflufs 
hat das Verschwinden der Zfihler und Nenner der vorhergehenden Brflche? 
Ich nehme zuerst in N. 20 die Nenner ==::0 an, und setze 

= 0, = ft = 17 = r, = 17, = F = F, == F, = 

oder 

l B G , l H, G . . B m P, 

B = m^T, °»^ ü:=T=ir ^^^ "»^*^ G:=T'=t^ 

In diesem Falle kann von den Gleichungen 12, 13 kein Gebrauch gemacht 
werden; man mufs zu den ursprflnglichen Gleichungen N. 9 zurQckkehren. 
Aus diesen folgt bei vorstehender Annahme, dafs 



dafs also 
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Daher 

24) Wennl^ = ^ = ^und^ = ^=^,soließendieMittet'^ 

punkte der parallelen Seitenkrdfte in einer festen lAnie, welcke durch 
den Anfangspunkt der Coordhuüenaxe geht, und welche durch folgetßi^ 
Gleichungen angegeben wird: 

X y z M X y z j X y z 
H m F^ G| r M i U^ h 

§. 13. 
Zaietzt findet weder eine Ebene noch eine Linie, sondern nnr ein 
einziger Pnnlit statt, in weichem sich alle Mittelpunkte der parallelen Sdten- 
krftfle vereinigen, wenn die Zfihler der Brflche 20 verschwinden. Mit dem 
Verschwinden der Zfthler ist hier auch das Verschwinden der Nenner ver- 
bunden, obgleich das Umgekehrte nicht immer statt findet. Diese Annahme 
bewirkt, dafs nach N. 9 

^s = ^ii = %i ^ *i = K = Ki ^ ^s = ^ii = ^iti' 
Daher folgende Wahrheit 

25) Alle Mittelpunkte der parallelen Seitenkrdfte, in welche die 
Krdfte eines Sgstcfns zerlegt werden können, fallen m einen einzigen 
Punkt zusammen, wenn folgende Gleichungen zugleich statt finden: 

A_B^_C^ j± Bi_ € A — ^ — SL 

T~il~«/ H,~ m~T^ G~t\~H 

und zwar sind die Coordinaten dieses einzigen Mittelpunktes: 

l _ £xX h—^—lzL _ '» ^gZ 

^~A~2Ä' ^~'B~£T' ^~1T^'^Z'* 

Diese Werthe leisten der Gleichung fOr die Haoplfliehebene 

aA'\-hB'\-cC = Z+m-f 11 
Genüge; daher 

26) Der Ort des einzigen MiUelpunets der parallelen SeUen^ 
kräfte ist die Haupt/liehebene des ganzen Krdflensysterns. 

§. 14. 

Alle diese Ffille, in welchen keine Mitlelpunktaebene sondern nur eine 

Mittelpunktslinie oder sogar nur ein einziger Mittelpunkt der parallelen Seiten-* 

kräfte statt findet, setzen vorars. dafs alle Vorzahlen der Gleichung 12 ffir die 

Mitlelpunktsebene verschwinden. Hiezu genügt es nach 19, dafs nur drei der 
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Gröfseo 9^1, q>i^ 92, 9>3 = sind, wobei aber drei Ptlle anflgeoominen wur- 
den. Ich will jetzt zeigen, wann diese Fftlle vortcommen. — Zu diesem Zwecke 
kehre ich zu den beiden ursprünglichen Coordinatensystemen zurück , und nehme 
hierbei an, dafs das zweite Coordinatensystem eine solche Stellung zur Mittel- 
punktsebene hat, dafs eine der Coordinatenaxen Z' zu dieser Ebene senkrecht 
ist, und die beiden andern Coordinatenaxen x', y in derselben liegen. Nach 
dieser Annahme ist 

Die Gleichungen 2 in der vorangeschickten Theorie der Momente der paral- 
Men Seitenkrdfte gehen hierdurch in folgende Ober: 

/^ ip, + H,^^ + C, y, = gi(«C'+ a'F[ + a' V) 

Da nun die Producte zur Linken = — A<p„i,^, =-^B(pahc9 =—C9>ahcf «nd 
da fQr die Punkte der Mittelpunktsebene q>abe = ist, so ist fflr jeden Punkt 
dieser Ebene 

aC'+a'/?T + aV == 
ß^i-ß^Fl+ß^n' = 

Werden nun diese Gleichungen mil a, ß, y, mit d, ß^, / und mit 
a!', ß>\ '/^ vervielfacht und jedesmal zusammengezählt, so entstehen die 
Gleichungen 

G' = l?^ = ii' = 0. 

Daher folgende Wahrheit: 

27) Wenn die Kräfte nach dreien zu einander senkrechten Rich^ 
innren, wovon die eine z' senkrecht zur Mittelpunktsebene ist, und die 
beiden anderen x', y' in der Ebene liefen, zerlegt werden, so ist für 
Jeden Anfangspunkt der Coordinaten in dieser Ebene 

& = F[ = n'=:0 oder 2;z'X' = 2z'r' = 2z'Z' = 0. 
Wird y zur Mittelpunktsebene angenommen, so ist 

H[ = F':=m' = oder -T/ JT = -S/Z' = .2"/ F' = 0, 
und ist x' zur Mitlelpunktsebene senkrecht, so ist 

H' = 6?{ = r = oder :Sx^T^Sx'Z' = Sx^X' =^0 
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Wird dieses aaf das erste CoordioatensysteiD angewendet, so geht hierans 
Folgendes hervor: 

28) Verschwinden drei der Gröfeen ^, ^i, 9,, ^ und iet entweder 

G =Fi = ii = oder 
Äi = F=m = oder 

MO verschwindet die vierte Gröfse nicht, und es ist eine der Coordinaten'^ 
axen zur Miltelpunktsebene senkrecht, und die beiden anderen Axen liegen 
in der Mitlelpunktsebene, 

$. 15. 
In der Mittelpanktsebene ist besonders der Drehpankt und das voll- 
slflndige Drehmoment dieser Ebene zu wfirdigen. Die Coordinalen des Dreh- 
punkts sind nach N. 22, §.12 der frfiherea Untersuchung der Kräfte im 
Räume im 38. Bande dieser Zeitschnrl/ 

^"— ^y,+ ||^,+ ry. ' ^*>- V+*'ft+093 ' •" ^9>.+Ä9.+ <¥. 
Die Zähler dieser Bräche können vermittelst der Gleichungen 18 durch andere 
Gröfsen ersetzt werden, so dafs fOr die Coordinalen des Drehpunkts der 
Hittelpunktsebene folgende Ausdrücke gewonnen werden: 

oQ^ ^ _ ^i+tfy,+ ^^y, ^ _ /Ay»+>»y«+fy» ^ _ Cy.+fiy^+ny, 

Das Drehmoment der Mittelpunktsebene seihst ist nach N. 23 am angeführten Orte 

§. 16. 
Wird die Mitlelpunktsebene selbst zur Coordinatenebene {xy) ange- 
nommen, so werden diese Aasdrflcke sehr vereinfacht, denn bei dieser An- 
nahme ist nach N. 28 

t\ = G = n = und ^^ = y^ = y^ = 0, 

ohne dafs (pi = ist, und es werden die Coordlnaten des Drehpunkts der Ebene 

j>i; j-„ — ^, — -^-, j„— p — ^^ 

und das Drehmoment der Ebene ist 

32) ij^^^^-gfi.+Cdl-//.) 
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Die GleichoDgen 31 kann man auch aus N. 9 herleiten, wenn man 
a" = /?" = y = / = und y" = 1 , n = setzt. jMan erhält hiedurch die 
Coordinaten a^^^=x^y und b^^^ = y^ für den genannten Drehpunkt. Verfolgt 
man diesen Weg weiter, und setzt zugleich a' = ß' = 0^ so erhält man die 
Coordinaten der beiden anderen Mittelpunkte der Seitenkräfte, welche zu den 
beiden Coordinatenaxen x, y parallel sind, namüch 

Die Linie, welche durch diese beiden Miltelpuncte geht, hat zur Gleichung 

33) {Bl-AH-jy-^-iAm - BH,)x-- Im^HH, = 

und in ihr liegen zugleich die Mittelpunkte aller parallelen Seitenkräfte Jl|, 
Jl^, . . . und Fl, Fj, . . . welche Richtungen diese in der Ebene auch haben 
mögen. Ihr ist die Benennung Zenlrallinie beigelegt. 

Wird in der Gleichung für die Hauptfliehebene N. 22 in der Unter- 
suchung der Fiiehmomente n = gesetzt, so erhalt man 

34) für den Durchschnitt der Hauptfliehebene mit der Mittelpunkts- 
ebene die Gleichung 

Ax'\-By = l'\-in, 

welche zugleich die Hauptfliehlinie der zu der Mittelpunktsebene parallelen 
Seitenkräfte ist. 

35) Der Durchschnitt dieser Hauptfliehlinie der zur Mittelpunktseben« 
parallelen Seitenkräfte mit der Zentraliinie 33 ist der Zentralpunkt dei 
Zentrallinie und seine Coordinaten sind 

_ J(/+m)tf~C(/«+////J J (m'f///f}^l?(/+m)/ f 

^^~ A*H—Aß(l—m)'-U*H, ' ^''^' A'll—AB(l—m)^B*U,' 

36) Die Gleichung der Mittelkraft derjenigen Seitenkräfte, welche zur 
Mittelpunktsebene parallel sind, ist 

Ay — Bx'\-^ = 
und 

37) die Coordinaten ihres Durchschnitts mit der Zentrallinie sind 

A(lm—HH)^Bl(U-'U,) Am^(U, — H)^B(lm^H,U,) 

^'*^ A'm—AB(H^U,)^BH ' ^'' ~ A'm^AB(li, + li)'\^BU 

Man würde auch diese beiden Punkte {x^, y^) und {x^^, y^^ erhalten haben, 
wenn man die Kräfte, welche zu der Miltelpunklsebene parallel sind, nach 
einer mit der Zentrallinie 33 parallelen und nach einer zu der Zentrallinio 
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senkrechten Richtung zerlegt hätte; der Mittelpunkt jener ist der Zentral- 
punct {J^tiYt)^ und der Mittelpunkt dieser ist der Punkt {x^^, yj. Das Ver* 
fahren hiebei ist vollkommen jenem in dem $. 5 gleich. 

Die drei in der Mittelpunktsebene bemerkten Linien ä) die Haupt- 
fliehlinie der zur Miltelpunktsebene parallelen Seitenkrdfte, h) die Mittelkraft 
dieser Kräfte und c) die Zentrallinie, welche der Durchschnitt der Hauptflieb- 
ebene des ganzen Krdftensystems mit der Mitlelpunktsebene ist, diese drei 
Linien bilden ein rechlwinklichtes Dreieck , an welchem die Zentrallinie die 
Hypothenuse ist. Der Drehpunkt {x^^^ y^) der Mittelpunktsebene steht mit 
diesem Dreiecke in keiner Verbindung. Seine Verbindung mit der Zentral- 
linie werde ich später angeben. Jedoch will ich über ihn und Ober die beiden 
andern erwähnten Punkte folgende Bemerkung mittheilen : Bei dem Drehpunkt 
(^09 Xo) verschwindet nur ein Fliehmoment n, bei dem Punkte (ar^^, yj ver- 
schwinden zwei Fliehmomente n, m, und bei dem Zentralpunkte (Xi, yj 
verschwinden alle drei Fliehmomente n, m, l. 

§. 17. 
Die Untersuchung hat mit der Gleichung 8 begonnen, in welcher aufser 
den Elementen a, b, c sich noch die Elemente a, ß, y, • • •, /' befinden, 
und ist, nachdem die letzteren aufserhalb dep Rechnung gestellt waren, mit 
den ersteren fortgeeilt. Es ist noch übrig, auch die letzteren Elemente za 
würdigen. Dieses soll zum Schlüsse dieses Abschnittes mit Wenigem noch 
geschehen, zumal da das hier zu gewinnende Ergebnifs auf die folgende 
Untersuchung von wesentlichem Einflüsse seien wird. Man erhält nämlich aus 
den Gleichungen 8 folgende Bestimmungen: 

« /S r 



38) 



»»6 ^» lo — /"'b Hu ia t'b — Glo U.\b "o "16 — ia »»J 

<» ß r 



tic Ha — /'ic (ha (ila de —r la «f 'a ^li- — Öc Ha 

« _ /? _ r 



t'bFle — miHc »eHib — Faüc »»6 G, — FieUib 

Diese Gleichungen bleiben unverAndert, wenn statt a,ß,y die Cosinusse a',/9', ^' 
oder a", (¥', •/' gesetzt werden; nur ist hierbei zu beräcksichtigen, dafs 

a„ b,, c^ zu a, ß, y 
«/,' *,<> «// 2" «'» /^' / 

«.«. K.> '=,„ *" «"> (^'' r" 

gehören. 
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Wenn nun ein Mittelpunkt der parallelen Seitenkräfte gegeben ist, so 
kann vermittelst dieser Gleichungen und einer der Gleichungen 

die Richtung dieser Seitenkräfte gesucht werden, wobei aber vorausgesetzt wird, 
dafs die gegebenen Gröfsen a, b, c der Gleichung 9)„^^=:0 Genüge leisten. 



III. Merkwürdiger Zii^amiueDhang dreier Mittelpunkte nach dreien 
zu einander senkrechten Richtungen zerlegten paralleler 

Seitenkrftfte. 

§. 18. 

Wenn Kräfte nach dreien zu einander senkrechten Richtungen zerlegt 
sind, so nenne ich die drei Mittelpunkte der parallelen Seitenkräfte zusammen^ 
gehörige Mittelpunkte; sie bilden ein Dreieck, und stehen mit einander in 
Verbindung, welche ich hier vermittelst Gleichungen angeben werde. 

Da die drei zusammengehörigen Mittelpunkte in dreien zu einander 
senkrechten Linien liegen, welche mit den Coordinatenaxen x, y, z Winkel 
bilden, deren Cosinusse ol, ß, y, * * - /' sind, so ist 

Diese Gleichungen sind die Grundlage der ganzen Rechnung, jede von ihnen 
giebt, wenn aus 37 die Werlhe von ß, y, ß\ y', ß'\ /' eingeführt werden, 
die drei zur Lösung der Aufgabe nöthigen Gleichungen, nämlich, wenn die 
erste von ihnen gewählt wird, 

(n,. Ha — f\fiia)t{n,, ff„ — FicGia),t 
+ (C,„C,- la n,l{G,aG, - la n, ),} =0 

(Ffc Fu — fii6 n, ), {t\ Fu - w,, n, ),, 
'Y{n,H,,-F,G^,{n,H,,-F,G, ),,\ = 0, 
-f (r/ij G^ —FiMib)s (»»6 Gc — F^cHif, )^^ 
wo die an den Klammern angehängten Striche sich auf a^, b^, c^ und a^^, b^^, c^^ 

beziehen. 

35 ♦ 
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Zur Abkflrznng wird gesetzt 

Cm - BF =-- A, , AF— CH^ = B,, Am — BHy = C, 
Bn-CF, = A,„ An-CG =B,,, AF,-BG =C„ 
CH- BGr = A,,„ Cl - AG,= B„„ Bl -AH ^ C,„, 



also 



III 

'lU 



III 
Uli 



m,G,,-F,B, = U,-aA, +4.4,.. 
la F, ~ G,Mu =V,-aB- bB, 

H„H,,- t^m, = Q ^aC^-\-bC, 

n.H.- Fjfii^ = 0, -aA,- cA,,, 
G,ß, -/<.«. = CT + aß + cB^ 
/„ F,,-G,H^ = l\-aC,,-cC, 

F, F,,- fflj n, =r.r -\- bA„ + cA, 
n,H,,-F,G, = Q^-bB„^cB, 
m,G,-F,ß,,= V,-\-bC,-cC,. 

Die drei obigen Gleichungen erbalten bierdorcb folgende fibersichtlicbere 
Gestalt : 

39) {l\- a,A, J^b,A„XV^- a,A + KAi) 

j^^V,~a,B-bßJ{V,-aß-b„Hj\ = 
■\-{Q-^«.C.^f>,C.,){Q-^oß, Jrb„Cj 

(Q,-a^,-c,Aj {Q,-a„A,,- c,,Aj 
^{V ^a,B„-\-c,BJ{U ^•a,ß„-\-c„Bj\ = 
+ (F,- a,C- c,Cj{}\-a„C„- cßj 

(V^b,A„^c,A,){V^b„A„^c„A,) 
^,iQ,-bß„J^cß,){Q,-b„B„^c„B,)\ = 0. 
+ («^. + ^C- c^C, ) (r. + bß„ - cß,) 

In diesen Gleichungen kommen die Coordinalen des ersten und zweiten Mittel- 
punkts der Seitenkräfte vor; dieselben Gleichungen ergeben sich für den 
ersten und dritten, und auch für den zweiten und dritten Mittelpunkt. Es ist 
daher gestattet, für die Coordinaten die allgemeinen Zeichen x, y, z und 
ty ty V ZU Wählen. Wird nun zugleich das Vervielfachen vorgenommen, so 
nehmen die drei Gleichungen folgende Gestalt an: 
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wo 

Ü,Ü,-\^V, F. -fO <? =?l, QrQy^UU 4-r,F, =21' 

U,A^,-V,B,„^Q C,„^ (S, -Q,A,„^UB,-V,C,„ = S' 

A, A, +ß, B, ^C, C, = ©, ^„^„+Ä,,fi„ +C„C, = ©' 

-^uA +B«,B. +C;«^, = (5, A„A,„^B,ß,„J,C„C,„ = (5' 

VA,^Q,B-ü,C, =S" 

Wenn nun einer der drei zusammengehörigen Mittelpunkte durch die 
Coordinaten *Xy y, z gegeben ist, so geben die drei Gleichungen 40 die Linie 
an, in welcher sowohl der zweite als der dritte iMittelpunkt liegt Daher die 
merkwOrdige Wahrheit 

41) Die zusammengehörigen Mittelpunkte der parallelen Seiten- 
kräfte bilden ein reciprokes Punkten- und Liniensystem mit einem ein- 
zigen Mittelpunkte Qdes reciproken Sgstems), so dafs jeder Mittelpunkt 
der parallelen Seitenkräfte der Pol der Linie istj in welcher die beiden 
anderen Mittelpunkte liegen. 

§- 19, 
üer Mittelpunkt des reciproken Punkten- und Liniensystems wird ge- 
funden vermittelst der Gleichungen 

§}' ^ <j)'j,. I g' 2 = 0. s' ^ @' o? + g-c = 

und es ist, wenn x^.,, y^^^, z^,^ die Coordinaten des Mittelpunkts des reciproken 
Systems sind, 

^/i/ * e*— Dg ~ g"— D'5 
eJ5— SC S?"£) — (J"g" 



y^'i g* — Dg "^ g''«— DD' 

g'D' — S3'g' ß"D' - 53"g" 

^/y» "g'^«~D'.]? g"*— DD- 

Diese Ausdrücke sind einer grofsen Vereinfachung fähig, die freilich nur aus 
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eioer weitläufigen Rechnung hervorgehen wird. Es ist nAmlich 

42) F Q -^ H,U,^ m V, = 

FtQ,-\- n Ui-\- G V = 0, 



43) Aüt- l A^-\-H,A,=(p,. 

CUt—GiAij-FA, = 0, 

44) ^,Bj-fJ,ll,= -C«p„ 
AtBi — ^3^2 = — C^j, 



BV,-HB,-m B,=:(p,, ll(? -| HC'.-f »i C, = 0, 
CT, - C.ß, - F A3 = , C(? + C.C,-^ FC,=tp,, 

A,a-{-A,C,==-B<pi, B,C,-B,C, = ^A<p, 



Aid-^- AiCi = —B(Pi., 



BiCi — ByCi = —A<p2 
B,C,-B,C,= \A(p,. 



Ferner, wenn zur Abkürzung 

Al-\^BH^CG,=p, AG^BF,->^Cn = <i, AH,^Btn^CF=8 

A" -\- B" -f o = e:' 

gesetzt wird, so ist 

45) 



ArB-A 

A,-G-\-A 
BrC^B 
■A„.B^A 
A„.C-A 
B,C\B 
A,.-B-^A 

A„;C-A 



B. 
B.. 



ti 



B 



HS 



tu 



= — E'-F-|-C-* 

= -f £:*.»»— Ä-* 

= -E^'H^-^A» 

= -\-E^- n — C'(i 
= —E^-F-\-B'ii 
= —Er-'G-\-A'<f 
= -F». G.-f Cp 
= ^E^'U-B'p 



€„, == +F'. /-J./.. 
Mit Hälfe dieser Gleichungen findet man, dafs 

05-Sg = r,(-ß3(Äß3+^3Ä.)-C,(J,C3+J3Cl)) 

-f r,(- J,(^xß3+ ^3Ö.) - QiB.C- B.CJ) 

■\-Q i-i-A,[A,C,-\.A,C,)-B,{B,C,-B,C,y) 

= (tVÄ,C'4-BC,H-F,(J3C-^C3)-(?(^3B+^Ä3))-y, 
= ((/t^, -f «F. + G(?) ü:* - ( JU, + ÄF, + C'(?)/»).y, 

= —P'ffi'Vi- 

Auf gleiche Weise ergibt sich, dafs 
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Ferner ist 

Eben so findet man, dafs 

Das Ergebnifs dieser weitläufigen Rechnungen entschädigt für die auf solche 
verwendete Mühe durch seine grofse Einfachheit, und ist 

p 8 q 

•*'/<< £« ^ J HS — p * ^IH J2« 

Daher 

46) Die Coordinaten des Mittelpunkts des reciproken Punkten-- 
und Liniensystems sind 

_ A'l+BH^C'G, _ A' 2xÄ^.B'2xY -\- €'2xZ 

^''' ~ A^\B^\C ~ /!«+ Ä» + C 

_ ^>G4-g>F,4-C./< _ A2%X\BS%Y\r,'22Z 

§. 20. 
Vermittelst der Gleichungen 38 kann man zu einem bestimmten Punkte 
in der Mittelpunklsebene die Richtung suchen, nach welcher die Kräfte des 
Systems zu zerlegen sind, wenn der gegebene Punkt der Mittelpunkt dieser 
Seitenkrdfte seien soll. Der gegebene Punkt sei hier der vorhin gefundene 
Mittelpunkt des reciproken Punkten -^ und Liniensystems. Werden seine Coor- 
dinaten x^^^y y^^^y z^^^ statt a, b, c in die Gleichungen des §. 18 eingefflhrt, 
so wird 

Das, was hier eingeklammert ist, kann auf folgende Weise gruppirt werden: 
A{AU2-A,I^A,H,]^B^BU,-A,H^A,m)'\^G{CU,-A,G^^AyF). 

Wendet man hierauf die Gleichungen 43 an, so wird 
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Durch dasselbe Verfahren findet man, dafs 

U\-G,„H,, = ^ und U^H,,-l„,n, = ^. 
Es ist also nach 38 

A ~ B ~ C ' 

wodurch die Richtung der Mittelkraft des ganzen Kräftensystems angezeigt 
ist. Daher 

47) Wenn die Kräfte nach der Hichtung der Mittelkraft des 
ganzen Kräftensystems zerlegt tcerden, so ist der Mittelpunkt der dadurch 
entstandenen Seitenkräfte zugleick der Mittelpunkt des reciproken Punkten» 
und Liniensgstems. 

Dieses Ergebnifs stimmt vollkommen mit demjenigen Qberein, welches 
sich aus den Gleichungen N. 9 ergibt, wenn in ihnen 

/9 = — .a und y = -j-a 

gesetzt wird; es entsteht nämlich a:=x^, b = y^^^, cz=z^^^. 

Dieser ausgezeichnete Punkt ist nicht zu verwechseln mit dem Mittel- 
punkte des ganzen Kräftensystems, wie ich solchen in der Untersuchung der 
Fliehmomente N. 24 in §. 12 angegeben habe. 

Den beiden anderen Mittelpunkten i^i^fh^^cj und {(*,„b^^^c^J In N. 9 
wird in einem der folgenden §§ ihr Ort angewiesen werden. 

§. 21. 
Wenn die Mittelpunktsebene selbst zur Coordinatenebene (xy) ange- 
nommen wird, so mufs 

(fn = (fi = ^2 = 

und zwar ohne dafs ^3 = ist, gesetzt werden. Dieses geschiebet hier nach 

N. 28, wenn 

F, = G = n = 

angenommen wird. Hiedurch wird 
und zugleich 

a'= 33' = e'= D' = s' = a" = s" = s" = e" == o. 

Die Annahme Fi = G =^n = hat auf die erste der drei reciprokea Glei- 
chungen 40 keinen Einflufs. Es kann also 
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als die Gleichung des reciproken Punkten- und Liniensysfems, womit die Hittel- 
punkte der parallelen SeitenkrAfle zusammenhangen, betrachtet werden, wo die 
Coordinaten x, y, t, m in der Hittelpunktsebene selbst genommen sind. 

Die AusdrOcke für x^^^, y^^^ erleiden durch die obige Annahme keine 
Ändemng, allein z^^^ wird =0. 

§. 22. 
Es ist bei verschiedenen Rechnungen nfltzliob^ den Zusammenhang der 
Vorsahlen dieser reciproken Gleichung 48 mit q>i zu kennen; nAmlich 

49) ^21+ /S + H,e = +I7,.y3 

i48+ /© + fli« = —^1-93 
B9'\'H^^m(i = —Br(pi 

Cö+CxC+i^« = +Cr(ps 

Anwendung von ihnen kann hier gleich gemacht werden, wenn die Polare 
des Hittelpunkts des reciproken Systems gesucht wird, dessen Coordinaten 
^uif Yui ^° ^^ angegeben sind; es entsteht die Gleichung 

lyj^QUJ^Ru = 0, 

wo 

= ^(Äa+/s+i/ie)+ß(Äa+fl©+ 111(5)4- C(Ca+c,s5+FS) 

Eben se findet man, dafs 

(?' = {—AA^-BB,^CC^yif.^^ = 

R = i^AA,-BB,iCC\)'(p, == 0. 

Es ist also 

<pJ4-0/-f Oh = 0, 

was nur möglich ist, wenn f=^ und u = -l^ was anzeigt, dafs die Polare 
des Mittelpunkts des reciproken Systems im Unendlichen liegt, wie es auch 
seien mufs. 

Die beiden Mittelpunkte {(ifh^^c^^ und (ä^^^^^^^c^^^)? die am Ende des 
$. 20 erwähnt wurden, liegen also im Unendlichen. 

Crelle't Joarnal f. d. M. B4. XL VII. Ueft 3. 35 
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§. 23. 
Eine zweite Anwendung der obigen Gleichungen findet statt, wenn 

zu dem Drehpunkte der Mittelpunktsebene, dessen Coordinaten x,, := -^, 

y^^ = — oben in N. 31 gefunden sind^ die Polare, oder die Linie gesucht 

wird^ in welchem die beiden anderen Mittelpunkte von parallelen Seitenkräflen 
liegen. Die Gleichung dieser L^'nie ist 

oder 

oder 

HH, — lm + (Afn — Bn,)tJf{Bl — AU)u = 0. 

In dieser Linie liegen also die beiden anderen zusammengehörigen Mittelpunkte, 
was mit dem Froheren 33 ilbereinsHmmt 

Heidelberg im December 1852. 
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16. 

Methode du calcui des fonetions elliptiqnes 

de troisieme esp^ce. 

(Par Mr. J. Somoff, Professeur ä FUniversite de SL Pctersbourg.) 



1. 
Lagrange a donne le premier une methode generale pour caiculer par 
appro.ximation les integrales eiliptiques au nioyen d'une transformaiion succes- 
sive des conslantes, qui se Irouvent dans ia differentielle. (Nouveaux Me- 
moires de Turin, ann. 1784. 1786.) Celle transformaiion est dile de Landen, 
parcequ'elle a un rapporl intime avec une relation entre les arcs eiliptiques et 
hyperboliques decouverte par ce Geometre. (Philosophical.Transactions 1775. 
Mathematical Memoirs^ h"^ John Landen 1780.) Legendre a perfectionne les 
formules de cette Iransrormation et s^en est servi pour Ia construction de tables 
des fonetions eiliptiques de deux premieres especes. (Exercices de calcui 
integral. Traite des fonetions eiliptiques.) II Pa etendue aussi aux fonetions 
de troisieme espece, mais sans en avoir fait des applications numeriques. Je 
presente dans cet articie des formules pour Ia transformaiion des fonetions 
eiliptiques de troisieme espece sous une nouvelle forme, plus commodes pour 
le calcui numerique et plus conformes a Ia definition de ces fonetions, donnee 
par Tillustre auteur des Fnndamenta nova theoriae functionum ellipticarum. 
On verra en mcl^nio temps le profil qu'on en peut tirer pour le calcui des fonetions 
eiliptiques, des tables qui servenl a Irouver le logarithme de Ia soitime ou de 
Ia dilference de deux nombres; ce qui a ete deja montre par Jacohi dans 
son memoire: Zur Theorie der elliptischen Functionen. (Jacobi, Mathe- 
matische Werke. Band 1, 184G.) Mais au lieu des tables de M. Matfiesen, 
dont s'esl servi le Geometre cite, j'emploie les nouvelles tables, preferables 
aux premieres, composees par M. Zech: Tafeln der Additions^ und Sub^ 
tractions'- Logarithmen. (^Vega, Sammlung mathematischer Tafeln. Herausg. 
Dr. J. A. Hufsse. Leipzig, 1849.) 

2. 

Seit 

^y=^(l-Aesin», u^F{if,k)^p^, K^F{in,k), 

36» 
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La formule de ia transformatioo des fonctions de seconde espece donne 

(^C'est Ia formale (4) de Ia page des Ptmd. nova, dans laqaelle on a rem- 

place par u, k^^^ par hi^ K^^ par fli, poor ne pas confondre les indices 

avec les exposaos.} En niultipliant les deox membres de oetle ^uation par 

du, preoant ensulte Tintegrale entre les limites o et u, et posant — ^ = Ug^ 
00 aura 

(2.) f^2i{u,k)du = }y^"'Z(f/x,A0öiii4-iÄ,y%lnam(ii,,Ä,)öiii 

Si \i u 

en vertu de Ia formule 

0{u,k) = e{o,k)e^ 

(Fund, nova page 145.) 

Faisant sin am (tii , A^} = y^ on a 

j sinam(ti.,/ijcti,— /^j-^^_^^,^,_^.^,^-j — ^^ log^ ^-^^ J. 

Or ^(1— Ay) = .iam(iii,Äi), ]^(1 — y^) = cos am(ii|,Äi), donc 

sinam(iii,Ai) = -jj-logL '' \-^h | 

Donc Ia formule (2.) se reduit ä: 

Substituant ti^a a ti et posant ^^ = «i ^ on a 

'^gl 6(0, A) J 
s= HogF ^K +««>*>) ] I .|Q^r ^a'P(M,+fl,^A^)— *,cosam(t<^+a,,A,) 1 
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* 

d^OQ Ton tire: 

_ X Ina r^K— g|)^1 I 1 1„ r^amdi^ — g, , A^) — A, cos am(ti, — o^ , A,) l 
"~ ^ ^ L©(M^ + flJA, J ' **"^Ljam(M, +11, , AJ — A. cos am(ti. + a, , h^)J' 

Le dernier terme de celte expression peut ötre simplifiö. Les formales 
de raddition et de la soustractioo des argoments elliptiques donnent: 

Jam{Ui + ai^Ai) — A|Cosain(tii + ii|, A|) 

^ain(t«J/^am(aJ+A'8inam(tiJsin am(0|)cosaiii(tiJcosain(aj) 

__ — A, cos am(ti,)cos am(g,)4lA, sin am(fi,)sin aip(g,) Jam(M,) Jaip(g,) 

1 — AJ sin*am(u,) siii'aBi(aJ 

^J am («, ) J am (a, ) — A, cos am (u^) cos am (a^ )] [i + A, sin ai (ti, ) sta am (g, )] 

1 — A'sin*am(fijsin*am(«^) "* 

par consequent 

Jam(u, — gi>AJ — AgCOsam(u, — gj» A^) 1 — A,sin am(Mt)sinam(f<J 

z^am{tt, + g, ,A,) — Aj COS am (m, + g, , A J 1-f A, sin aaA(fiJsin am(gj 

et requation (3) prend la forme 

~ * ^L©(ti, + g, ,AJJ T ^'"^Ll + A, sin am(ii, , AJsin am(g, , Aj)J' 

Soit mainlenant posee la fonction de troisleme espece 

/-c -v rr/ I.N /*" A'sin am(g)cosam(g)z^am(g)sln'am(fi)öu 
fo.j ll{u,a,k) = / 3 — n . , — . V . , 7—; 9 

^ -^ V ^ * / y j — &*sm"am(a)siiram(fi) ' 

on aura, par la formule (3) de la page (146) des Fund, nova: 

(6.) /7(«, a, Ä) = « Z («, A) + i log [ ^};;~°'*j ] • 

En vertu des formales (1 et 4) celte expression se reduit a 
n{u,a,k) = 4^tijiZ(ai,Äi)-fi*i^j sinam(fli, Ai) 

"T* * '"e Lö(„^ + «^ ^ /,jj 1 t '"6 Vi 4- h, sin am (»i, , ÄJsin am(g, , Aj >'' 
Or, requation (6) donne 

donc 

(7.) n{u,a,k) = i/7(Wi,ai,Ai)-f iAiti4Sinam(öi,A,) 

1 — A, sin am (w, , A, )sin am(g, ^ AJ' 



. j^ / l — At^ sm am (u, , y>, ) sin am (g, , h, ) \ 
4 4 6 \j[ + ^^ gyj aiB(fi^ , AJ sin am(gj , h^y 
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C'est ainsi qif une fonction elliptique de troisieme espece ä paramelre 
logarithmique, peut ölre reduite ä iine aulre fonction de la mdine forme ^ qui 

aura /i| === — -y-, < A pour module, u^ =r ' pour argumenl de raniplimde, 

e( Hl = ' pour argument du paramelre. On obtient ce modnie et ces 

arguments elliptiques par la transformaiion descendante de Landen. Seit 

mainteriant 

Techelle des modules de celte transformation, et soient H^^ H2^ .... //^ les 
argumenls complels, qui correspondent a ces modules. et 

' X~' ^^~ H~' ' ' ^~ Bf^^i ' 

2H^u 2//,g, 2H^af,^i 

les arguments respeclifs tires de ti et a par cette möme transformation. Cela 

pose^ si Ton remplace k dans la formule (7) soccessivement par h^^ Aj, h^, 

on aura une suite d'equations, desqu'elles, par relimination des fonclions 

intennediaires D^u^^ai^h^)^ //(i/j , «* » . A2) ? '^(^.«-i^ ^//-m Ä/«-i)i on lire 

la formule 

(8.) /r(ii, a, k) 

= 2:;A/(Vii^,Ä^)-MAii/iSlnam(//|,Ai)-f i/i2WaSinam(iii,Ä2)-f- 

O-i^i^sinamfii h \ I , i^^/ ^-^ sinam(//,, /iJsinamK, A,) \ 

I jl ( ^ "" ^« ^'" ^"" ^*^^^ A^)sin am (?eg. A,) \ . 
• ^ ^ vi -f Ä,sinani(o,, Ajsinam(t/,, A,)/ "^ 

, 1 I / 1 — A;, sin am (a^ y h^) sin am (Ufj 9h^) \ 
T 2"ti o \ 1 -|- A^sinam(a^^ A^)sinam(»i^, A^) / 

Si A^ a une valeur assez petite pour pouvoir dtre neglige, on pourra 
supprimer dans cetle formule le terme 

^ rj, B . A^ f^f slnam(q;,)cosam(n^)2/am(g;i)sin*am(M)afi 

— li(U^, a^, n^) ^J 1— A^8in»am(/i^)siii*am(i0 

Cela fhil, si l'on pose pour abreger: 

am(t/,Ä) = y, om(Wn/<i) = yif. am(ti2,A2) = 729 ••• «»"(^yu^ A/i) = yA-9 
am {a, k) == a, am (/ij, A J = «i, am (1I2, Ä2) == «i, ... am (a«, A^) = 0^,^ 
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]a formule (8) prendra la Tornie 

(9.) n(u,a,k) == 11 ^-L-J- sIq «4+-^^ sin «2 + --^ sin «^ ) 

Les amplitndes «i, et,, .*•., y^^ ^29 • • • doivent dire calculees au moyen des 
eqaations 

tongC^i— y)=Af'tangy, langCy^— y,)=A{taDgyi, l^ng{y^—y:,) = h[lBt\gy^, .... 
tang(ai — a) ^ssz k' Xsng (p^ tang(a2— «i) — Aitaogaj, tang(a3— crJ = Äilanga2, — 

relatives a la transrormalion de Landen. (Traite des foncüons ellipliques.) 

De la formule (7j on deduira facilement une aulre semblable, pour 
la Iransformalion d'une fonction de troisieme espece a parametre circulaire. 

Pour y parvenir, on changera a en iii==fl|^— 1, ii^=__i- eu n^i, sinam(#iiJj Äj) 

en f langam(i#x, ^0 (Fand, nova p. 34), et apres avoir divise la formule (7) 
par i, on la reduira ä 

(10.) -T-n(u,ai,k) = 2j^(^i'^i''*i)+*^'i*'i*«»8«n^(^n*i) 



*" 4i ^M+iÄ,sinam(U|,/#,)langam(aj,Ä',)>' 



Le dernier terme peul ötre iransforme en une fonction circulaire, savoir: 
— I arctang [A^ tang am (Hi, A|) sin am (ti| , A|)] ; 
par consequent on a: 

(11.) 'jri{u,m,k) = 27^(*'n«i»>^i) + i*i«'itangam(«n'0 

— ^arctang[A|tangim(iii^A()sinam(tii,A|)]. 

Remplapant encore dans (7) a par a'\-K, on devra changer en möme temps 
ai en iii4~2^ii sinam(ai,A|} en sinam(ii|-f 2/ii, Ai) = — sinam(ai, Aj), et 
cosam(ai,/ii) en cosam(ai-f 2J7j,/ii)= — cosam(a|,Äi), ce qui n'alterera 
pas la fonction 77(11^, ai, A|). On trouvera ainsi: 

(12.) n{u,a'\-K,k) == 177(Wx,€i|,Ai) — J/iiiiiSinam(aiyAi) 



"^^ ^Lf — A^8inain(a^, AJsinani(U|5AjJ* 
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Subslitoant ai a a, et divisant par i, celte forraole deviendra 

(13.) 4-/7ii,öi+iK:) = ~n{u,,aj,h,)-U'^,u,)lBngnm{a,,h[) 

-{- 1 arctang [Ai lang am (ai , A{) sin am (tii^ Ai)]. 
Par la fransformatioD successive da modale, on tire des formales (11, 13): 

(14.) Xn{u,ai,k) = i/[^taiigam(fl„A;)+^tangam(a,,Ai)+ ....] 

— ^ sretaag [k^ taug ^m (üi , A/) sin am (tr^ , A|)] 

— ^ arctang [AjtaDg an (ii2,A2) sin am («29^2)] — - * - > 

(15.) 4-/7(11, iii-fÄ, Ar) 

-f ^ arctang [A^ tang am (üi , A/) sin am (tii , Ai)] 

— j^arctang[A2tangam(ai,A[)sinam(t£2) A2)] — • • • • 

Prenant les sommes des expression (7, 13) et (11, 14) on troavera les deox 
noovelles formales 

(16.) 4-77(11, «i,/0 +4-/7(11, «i+Ä.*) = X-n{n,,a,i,h,), 

poar la reduction des fonctions de la forme /7(ti, a'\-K,k) et -^n{u,m'\-K,k) 
anx fonctions de la forme n{u, a, k) et /7(ii, m, k). 

La transformation de Landen appliquee a Techelle des modales com- 
plementaires k, ^i^TTP' ^2 = 14,^ ^ • • • .9 donne 

_ 2J3i _ 2a _ 2^V _ 2^k\ 

u^—-^a — j-^ — -j^a, fl2-=-jr-fli. ... 

/ iLfN ^•A' tang am (<!,&') , , .^^ 2/A' tangamfa,, A'.) 

tangam(fli,Ai) = -T7 . / L/ ? *angamf<i2,A20 = -Tr^' / / If J % •••• 

Posant, poar abreger, am(/i/Ä') = d, am(ai, Ai)== ^, am(<i2i AJ) = Ö", -... 
on aara 

(17.) tflngö'=-^.-^, ,ang<9'=-^^-..-^, 
et les formales (14 et 15) pourront ^tre mises sous la forme 



• • • • 
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(18.) 4./7(«,«,*)= *L^tang(?'+^i^lang<?"+.... 



• • • • 



— i^ arc lBng{hi fang ff sin y,) — | arc lang (Äj lang ff sin yj) — 

(19.) 4- /7(w, Ol + iC,A) = -A^iangÄ'4.^2^1angö''+.... 

-{- ^ arc lang ( Ai tang ^ si n ^i) — ^ arc lang (^st&Dg^' sin p^s) — 

II est facile de trouver anssi des formnies ponr la transformation des 
fondions de troisieme espece au moyen de Tecbelle ascendante des modnles 



• • • c 



En effel, si Ton change dans (7) A^ en k, k en li^ ti| en u, ti en ii' = -^ , 

a en ^'=='^9 ^i^ designant par ^i Targuroent compiet relatif an module Xi^ 

on aura 

(20.) n{v,a,k) 

nrr, f ^ ^\ f • / f.\ I 1 1 f 1 + * Sin am (a, A) sin aiD (tt • *)! 

= 2IT{u', dy Xi) — All sin am (a, k) -f 1 logl . ^. . / \/ . —— • 

^ ' ' *' V ^ / I z ^Ll— Asinam(a,*)8main(f4^&) J 

Appliqnant celte formnie snccessivemenl anx modales li^ hi^ .... et elimi- 
nant en snite les fonctions intermediaires, on aura 

(21.) n{u,a,k) 
= 2^/7(ti^>, 0^"^ l^)-u [Asina^- -^ 8inf,+ ^sing, + >»+ ^^-^^^-* sln «^ J 



' ® ^1 — Aii.i8m *«-! sm V'ii-i -^ 



oü 

9)=am(ti^A:), V^i = am(f/, Aj), V'i^amCti'^^), y/^ = am (fi^^>, i^) , 

a=am(a^A), «i = am («^ Jl^) , « 2 == am (a", Aj) , .... «^ = am (o^^^ A^). 

Ces amplitudes doivenl ötre caiculees an moyen des equations 

sin(2v^i — y) = Arsiny, sin (2^/2 — Vi) = ^1 ^*" ^* 9 .... 

sin (2v/^ — xp^S) = Vi ^'" V^/^-i ^ 
sin (2 «1 — a) = Ä sin a, sin (2 ^2 — «1) = Ai sin^i , .... 

sin (2 B^ — e^_i) = i^., sin €^., . 
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£tant parvenu a an module i.^, qui ne diflere que tres pea de ranite, 
on pourra poser it^=: I, et par suite 

Celle integrale se reduit a une fonction iogarühmique, savoir: 

(22.) sin ., log lang (i . -f i V^,) - i Iog(J±£^;). 

Enfin, pour etendre Techelle ascendante des moduies k^ X^^ "L^^ ...• 

aux fonctions ä parametres circulaires, on ckangera dans (20) a en m^ a' 

en nVy ce qui donnere: 

1 2 

-rlli^u, ai, k) = — /7(ti', a'i, A,) — ku lang am («, k) 

-f arc tang [k tang am {a^ k') sin am {u, Ar}] , 
d'oä Ton tire la formule 

(23.) 4- n{u, ai, k) = X- n{u^f\ a^^^ i, x^) 

~ ii[A:tangam(fl, k')'\-^langBm{a', X^-f h ^^''^^'' tangam(a^, xp] 

■j- arc tang [k lang am {a, k') sin am {u, k)] -j- 2arc tang [li tang am (a', iDsin am {u', li)] 

^ ^2"-* arc tang [A^^j tang am {a^''\ k'^^i) sin am (u^''\ Vi)]- 

Pour un ;i^ tres peu different de i'unite, la fonction -rn(u^^,i^''^ijl^) 

se reduit a 

tang am {(iS^\ k'^) log tang(| ti -f- xp^) — arc tang [lang am (r/^^ l'^) sin i/t/^]. 

Donc, faisant, pour abreger, am(a,A:') = Ä, am(a', ili)=di, am(a'^ii)==:tf2,.,., 
on aura: 

(24.) X-n{u,ai,k) 
= 2^ tang d^ log tang (i 71 -fiV'^) — 2^ arc lang (tang d^ sin v^i) 

-« [ä tang d+i^ tang ÖH + ^mi^^^ tangtf^.^] 

-f arc tang (A tang tf sin (p) -\- 2 arc tang {Xi lang öj sin tfJi)-\ — • • 
-f 2^"* arc tang {X^,i tang ö^.i sin i//^_i). 

Par les formules de transformation de Landen on a, pour passer 

de k' ä X[: 

1—A', sin* am («',*',) 



^ ^ ^ * + *i sm' am (a', X\ ) 
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d'oü Ton lire 

' ^' ik\ r 1 -f- J am (tf, Ä') ' 

et au moyen de cela^ en posant 

k's\n0 = t, Aisindi=^ sin/,, Ajs'n^i = sin/^, • • 

on aura 

i 

(25.) /sinÄ, = y5[r'angr(i05 sln/^ = y^iUmgC^/^), 

sinÖa = ^langCi/^), sin/3 == >/a; lang (}/,). 

Ces Forroules serviront pour caiculer les amplitudes Oi^ 62^ .... 

3. 

Avant d'appliquer les formules qoe nous venons de demontrer, a des 
exemples numeriques, je ferai voir la marche qa^il y aura a suivre pour cai- 
culer consecutivenoent les modules et les autres valeurs qui en dependent. 
Cela se fait tres simplement au moyen des tables de M. Zech, si Ton veut 
pousser Tapproximation seulement jusqu'ä la 7"*^ decimale. Ces tables donnent 

Log(l-j ) et Log Lj^ j par la valeur connue de Log(a?) pour a?>l, 

Posant ltO%{x)^= a, nous designerons par A{a) la valeur correspondante de 

Logfl-I — \ et par S{a) la valeur correspondante de Log(— — r\ Od cherchera 

les A{ä) dans les pages sous le titre Addition, et les S(a) dans les pages 
sous le titre Sousfraction, 

Pour Techelle ascendante des modules on a 

d'oä Ton tire: 

W(f ) = Logfl + yJ-l +iLog(i-)-Log(2), 



"(S 



«■"«(r) = •'»»r» +7T7)l+i«"«(ii;zr) -'"'»'»" 



donc, si Ton fall Log(-T-) = io» I'Og(j-} = *n •••• ^°i\Tj ~ ^f ^*""' 

ces formules, od aura generalement : 

(26.) b^ = A (6^_i) + i 6^_, - 0,301 0300. 

37* 
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Gelte formule s^appliqne aassi aax modales complömentaires : 

de Techelle descendante Ä, Ä|, ä,, . . . .; parceque AJ = , . ,y , A' = ^* 

Ainsi, faisant Log^-^^ = Cü, Log^--p^ = i?^, Doas aarons: 

(27.) c^ = -4(1?^^,) + ic^.1 ~ 0,3010300. 
Apres avoir caicule les valears de 

(28.) }*"" **'**' ••• 

il sera facile de troover ies logarithmes de 



1 1 



• • • 



Effectiyeinent on a: 

^*~TqF*' */•— TTvl' •»—TR' '*'• — 1 + ä;^,' 

ce qui donoe 

rf, = Log(-^) = Log(l+A:) + Log(j4r) = ^(*o) + W«), 

^ =Log(j-) = A(Ca)-\.S{e„), 

On poarra encore trouver ces yaleurs au moyen des formales 
tir^es des formnies 

1" A» 



>• — (1+Vi)*' ""(i+ä;^,)* 



Ponr calcoler les argomenls complets: 



» 



» 
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on aora 

= i(A) — Ci — C2 — C, — . . . .) 

Les valears (27) serviront aossi poar trouver les logarithmes des rap- 

ff H ff jI A jt 

porls -j^, =, ^, 3-, ^, ^, .... qai seroot necessaires ä Tappli- 

1 •^ 



cation des forrooles (9J4, 15, 18, 19,21, 24). Les relations ^ 



(30.) 



Log(-^) = Ci— lA», 
(29,.) ( Log(§) = <?H- 4(<?i-«b), 



Poor appliquer les formales (14 et 15), od calcnlera les valears de 
tang^^^ \xa!g0', .... langtf^\ Or par la premiere des formales (17) 
eu egard a 

OD aara 

(31.) Logtang^ 

= Log(2tang<i>) + c, + i jj(Log5j^)-^(Logp^)- *oj ; 
et lorsque tang'tf;>>l ou Ar'tang'tf>>l, il y aara ä remplacer ^^Logr— n} 

Log lang' 0-{-^ (Log tang'tf), Log(A:'taog'tf)-f ^(LogA^^tang^^). 

Changeant dans (31) k consecutiyement en h{^ h{^ , . . . 6 en &,&',.... 
on trouvera les formales poar calcaler Logtang^', Logtaogtf"', .... 



• • • • 



• • • • 
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Exemple 1. 
Soit propose de caiculer la valeur de la fonclion n{u,m,k) pour 
/r = sin36'', am (») =^. 25" = <p, am (a) = 48" = «'. 

Od a 

Log Ä = 9,7692187, hogk' = Logcos36" = 9,9079576, 

<^.. = I^og (^) ^ 0,0920424 , 

et au moyen de la formule (27) on trouvera: 

A (A.) = 0,2574426 A!c^) = 0,2998148 

i c„ = 0,04602 12 i c, = 0,001 21 69 

Log2 = 0,3010301.: —) 0,3010300 ( —) c, = 0. 

c, = 0,00243:{8 c, == 0,00000 1 7 

En fait, oo calcnlera les amplitudes /i, ^:, ... ., «j, «}, .... au moyen 
des forroules 

lang(7', — y ) = Ar' lang (p, lang fy^ — y,) =i= ä,' tangy, , 
tang(«, — «; = A:'tanga, tang(a2 — «i) = Ailanga,, 

Log lang (f> = 9,6686725 Log langy, = 0,0101431 

Log k' = 9.9079576 c. = 0,0024338 ( — ) 

Log tang(y, — (/)) = 9,5766301 Log tang(y, — yi) = 0,0077093 

Y^ — <p-= 20" 40' 8,48" r» — /i = 45" 30' 30,64" 

y, = 45" 40' 8,48" ;-, = 91" 1 0' 39,1 2" 

Log(— langya) = 1.6870883 

c, = 0,000001 7 ( —) 

Log[- tang(y3 - y*)] = 1,6870866 

Y^ — Y^^ 91"10'39,14"' 
y,= 182" 21' 18,26" 

Logtanga = 0,2042108 Log(— lang«,) = 0,4314791 
LogÄ' = 9,9079576 c, = 0,0024338( — ) 

LogtaDg(a,-«) = 0,1121684 Log [— tang(«, — «,)] = 0,4290453 

a, -«= 52" 19' 5,46" «» — «,= HO' 25' 28,76" 

ß , = 1 1 0' 1 9' 5,46" «, = 220'* 44' 28,22" 

Log lang ce, = 9,9351981 

Ct = 0,000001 7 (—) 

Log lang («, — «,) = 9,9351 964 

«3 - «, = 220» 44' 27,81" 
a =441" 28' 56,03". 



ie. Somoff, sur les fonetions elUptiques de iroisihne espdee. 281 

2K 
En verlu de ^3 = 0, on a ^3 = 0, u = — •(i/a)^ donc 

i;', = 22M7' 39,78" = (1^)". 
Los valears trouvees de Cu, Cj, c, donnent: 

Log (H.) = .^ (c,_c,-c) ^ 0,0448035, Log (^) = 9,5997052 

Log (^) = c— i c„ = 9,9564 1 26, Log (^)= 0,0448035 

Log (M) = 9,6445087 
^^S (-^*) = <^2+i (Ci-Co) = 9,9551 974, Log (-^) = 1 (c,+c,-Co) = 9,955 1 966 

Au moyen de Ja formule (29) f^ = 2A{c^_i)^2f^_t on trouvera: 

^(cj = 0,2574426 ^(<:x) = 0,2998148 J(Ci) = 0,3010295 

/;,= Log(-|-) = 0,2307813 /", = 0,9764478 /i = 2,5525252 

ifi = 0,4882239 i/i = 1,2762626 if^ = 2,8535547 

/; = 0,9764478 /; = 2,5525252 /'j^ 5,7071094 

Log Ai = 9,0235522 LogA^ = 7,4474748 LogÄ, = 4,2928906 

Qaant aux termes de la partie algebrique de la formule (9), on trouvera. 

Logsina, = 9,9721003 Log (- sin aj) = 9,814676 Log sin «, = 9,9952 

Log ^ == 9,9564 1 26 Log ^ = 9,9551 97 Log ^ = 9,9552 

LogA, = 9,0235522 Log A, = 7,447475 LogA3 = 4,2929 

Log «= 9,6445087 Log« = 9,644509 Log« == 9,6445 

8,5965738 6,861857 3,8888 

'^SA sin «, = 0,03949797 ^^^ sin «, = — 0,00072754 

i^^ sin «j = 0,00000077 

ü^ sin «, -f Jil^ sin o, -f ^^ sin «, = 0,03877 1 20. 

Pour caiculer la partie iogarithmique de la formale (9), il faut cbercher 
les valears pi = A, sin «i sin y, , //j = — Aj sin «2 sin y^ , />j = — A3 sin «3 sin y, . 

LogAi sin Ol = 8,9956525 Log (A, sin 02) = 7,2621 51 Log A3 sin «3 = 4,2881 

Log sin yi= 9,8544974 Log sin y, = 9,999908 Log(—siny3) = 8,6138 

Logf»i = 8,8501499 Log/», = 7,262059 Log/9,2,9019 
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Va la pelitesse de pi^ pi^ p^^ od aora 

;)=+2(/'i+*;^+i/'J). 

*^1— A,sina,8iny,/ ''' *M— A,8ina,8iiiy,>' 



* ^1 — A, sina, siny,. 



-2/»,. 



Or 



/», = 0,07081902 
i/»» = 0,00011839 
i/»; = 0,00000071 



/», = 0,001 82850 ;», = 0,00000006 



0,07093812 
»(/»i + i/'Hi/»!) =0,14187624 

Ainsi la parlie logarithmiqoe aura poor valear: 

i {2 (/». + i/»! + \p\) -p,- \p,) = 0,03501 1 92. 

Donc 

i7(», «, Ä) = 0,00375928. 

ßxemple 2. 

Pour vdriiier le resaltat de Texempie precedent, calculons la mdme 
fooctioD au moyen de la formule (21). 

Calcal des valeors: b^^ ft,, .... «a moyen de 1« formule (26): 



Log2 = 
Log i, = 



0,2007917 
0,1153906 
0,3010300 
0,0151523 
9,9848477 



*„ = Log(-^) = 0,2307813. 

^(Ä,) = 0,2935199 

i *, = 0,0075762 

0,3010300 



Logi, 



0,0000661 
9,9999339 



LogAj 



0,3009970 
0,0000330 
0,3010 300 
0,0000000 
10 



Caicul des amplUudcs: ^,, v/,, y»,, ...., c,, «,, .... au moyen des äqualioos 

sin (2f , — «i ) = ili sin e, , sin (2 «3 — *j) = il, sin «, . 

1.0g sin Vi == 9,5275766 Logsin v» = 9,5200747 
Log i, = 9,9848477 Log A, = 9,9999339 



sin (2«i — a) = Ar sin a, 

Logsin«^ = 9,6259483 
Log Ar = 



= 9,7692187 
9,3951670 9,5124243 9,5200086 

2v,-«^ = 14"23' 0,15" 2Vj-V, = 18'59'24,43" 2Vj— V2=19^20'21,74" 
V, = 19" 41' 30,07" v'» = 19"20' 27,25" ^,== 19^20' 21 ,74" 
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Logsina = 9,9284205 Logsinei = 9,8413739 Logsine,^ 9,8339213 
Log A;= 9,7692187 Log ;L| = 9,9848477 Log it» = 9,9999339 

9,6976392 9,8262216 9,8338552 

2«, — « = 39" 53' 55,83" 2«, — f, = 42" 5' 4,37" 2ej-t,=43"0' 31,83" 
e, = 43"56' 57,92" «2 = 43"!' 1,15" e, = 43" 0' 46,49" 

Pour calculer Pargument u, on se servira de la formale 

„ = |/üs^.logtang(45"+^Vj)- 
Or 

45"+iV3 = 54" 40' 10,87", Loglang(45"+ i Va) = 0,1494554, 

LogLogtang (45"-f i tp,) = 9,1745117 Log j/AVj^ = ^ (J, _ A, _ *,) 

Log(loglO) = 0,3622157 =0,1077814 

Log [log (45" + IV'a)] = 9,5367274 

0,1077814 
Log(«) = 9,6445088. 

Les formales (30) donnent: 
Log(^)= J (6,,) = 0,2007917 Log(4) = ^(*.,)+ J(*,) = 0,4943116. 

Apres cela on Irouve: 

Log(tiA;sina) = 9,3421480 uks\na = 0,2198609 

Log(ti:^sint,) = 9,6715221 M:^sinf, = 0,4693774 

Log («^ sine,) = 9,9726756 ti^sine, = 0,9390217 

Vaienr de la parlie algebrique = 1 ,6282600 

La partie logarilhmiqne de la formule (21), y compris fT(u^>'\af^''^,i,^), 
pent ötre mise sous la forme 

-}-8sin£3loglang(45"+ ^V^a), 
oü 

Po= —Log{ksinq)sina)^ Pir= — Log(iisinfisini^i), /i2 = — I-ogCi^sin^asinVa) 

p^ = — Log (sin fj sin yj^)» 
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Ob aora: 

;»„= 0,6764125, /ii = 0,6462018, /^, = 0,6460701 , /», = 0,6460702, 

^(p„) = 0,0830231 J (/!,) = 0,0884333 ^ (/»O = 0,0884576 = J (;»,) 

S(p„) = 0,1027373 «(/»,) = 0,1111685 «(/»,) = 0,1112069 = «(/^) 

0,1857604 0,1996018 0,1996645 

ilA(p„)^S(p„)-]-\-A(i,,)-i-S(p,)-\-2iA(p,)i-S{p,)-]-4iA(y,)4-Sipy)] 

= —0,1068470 

ce qni, etant malüplie par le modole log (10), revient a —0,2460243; 

LogPogtang(45''-f iVs)] = 9,5367274 

Logsinc} = 9,8338882 8sine3logtaog(45''-f- |Vs) = 1,8780433 
Log8 = 0,9030900 

0,2737056 
Dooc 

i7(M, a, k) = 1,8780433—0,2460243—1,6282600 = 0,0037590. 



Exemple 3, 

Soil propose encore de calcoler les yalenrs des foncüons a pars- 
metres circulaires 

\niv, «i, k), 4 i7(ii, «+ K, k) 

pour Ar = sin 36", am (n, A') = Ö = 42", am (ii, Ar) = 25". 

Les parametres de ces fonctions se presenlent sous la forme 

— Aeiang'am(a,Ar')=— A^tang^ö, — 1 -f Ar^ siV coam (ä, Ar') = — ** 



Comme le module Ar et Tamplitude de Targament am(ti^Ar) sont les mömes 
qae dans les exemples preeedents, et comme les yaleurs de 

V, M. »t I, fi2 ^ • • • • m^ , " a^ , • • • • Sin 0^1 , sm 0^2 9 • • • • 

sont dejä connaes, il ne resle qa'ä chercber les tangentes tang^, tangtf'^ 
lang^'^ .... si Ton veot se servir des formnies (18 et 19). 
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Calcul de tangd* au moyen de la formule (31): 
LogtaDg0 = 9,9544374 
Log cot Ö = 0,0455626 A (Log i^;^) = 0,2578530 

*'°s(taHi^)=" Logcot'Ö = 0,0911252 j(Logp^) = 0,1072437 (-) 

Log ^ = 0,461 5626 c« = 0,0920424 ( - ) 

0,0585669 

0,0292834 =i[jLog(^)-^Log(j^^)-A,] 

Log 2 tang 6 = 0,2554674 

Ci == 0,0024338 

0,0292834 

Logtang^ = 0,2871846 

Changeant ea ff ei ff en ff' dans la formale (31), on aura 

Logtangö" = Log(2lang*<?')+c,+i[j(Logtang'ö')-^Log(jjyJ^)-c.], 

Log tang" ^ = 0,5743692 A Log tang' ^ = 0,1025912 
LogÄ? = 8,0471044 ALogj^^^ = 0,0177962(-) 

8,6214736 ' c, = 0,0024338 (—) 

''"«(äJÜHPf) == 1'3785264 0,0823612 

i [^ (Logtang* <?') -j(Logjp~^) - cj = 0,041 1806 

' Log (2 tang' ff) = 0,8753992 

c, = 0,0000017 

Log lang^' = 0,9165815. 
De mdme 

Logtangr = Log(2tang*04-i[^(Logtang*<yO-^(LogjjyJp^,)-c,], 

Logtang^ö" = 1,8331630 ^(Logtang^ö") = 0,0063307 

Log A? =££949496 ^(^og~-^^ = 0,0002320(-) 
6,7281126 ' c = 0,000001 7 (-) 

*'<^»(ÄJüSi^) = 3'2^^^^4 0,0060970 

i[^(Logtang'0 -A(Logjr~^^-c,] = 0,0030485 

' Log 2 lang" ff' = 2,1 341 930 



Logtangr' = 2,1372415 
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Cela fait, on trouve: 

Log (^^) = 8,6244735 Log(^i^) = 7,047 1 809 

Logtangg' = 0,2871846 Logtangg" = 0,9165815 

8,9116581 7,9637624 

'^^ lang e' = 0,081 59398 ^i^ fang 0" = 0,0091 9942 

Log ^^ = 3,8925959 

Log lang Ö'" = 2,1372415 

6,0298374 

^i^langö"' = 0,00010705 

*L^ tangÖ' + ^i^ langö"-f ^i^tangÖ'" = 0,09090045, 

partie algebriqae de (18); 

_ *i^ iangö'+ ^i^ tangÖ" -f *i^ tang^" =-0,07228751, 

partie algebrique de (19); 

LogA,= 9,0235522 LogAj= 7,4474748 LogÄ,= 4,2928906 

LogtangÖ'=0,2871846 Loglangö"=0,9165815 Log lang Ö"'= 2,1 37241 5 

Log sin y,= 9,8544974 Log sin y,= 9,9999083 Log(— sin^a) = 8,61 37593 

9,1652342 8,3639646 5,0438914 

^ arc lang (A, lang ff siny.) = 0,07263306 /7(m, tri, k) = 0,01 248986 

iarctang(/»,langÖ"siny,)= 0,00577891 /7(w,«i-fÄ,Ä) = — 0,00543198 
^ arc lang(/<j lang ö"'sln yj) = —0,000001 38 

ExeitipH 4. 

Galcul de la fonction TI(«, <n, k) de Texcmple precedent , au moyen 
de la formale (24). 

Tj'pe du caicul des valeurs d/,, au moyen de la formale C29): 

c, = 2[J(Ä„.,)+c)„..], 
A (6„) = 0,200791 7 ^ (^i) = 0,29351 99 A (*,) = 0,3009970 
Log(^) = cu = 0,0920424 c, = 0,5856682 6, = 1 ,7583762 

^o, = 0,2928341 ^'2 = 0,8791881 ic5j = 2,0593732 
o, = 0,5856682 c, = 1 ,7583762 6, = 4,1 1 87464 
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Type da calcul de 0, , d, , 0, , .... ai moyen des fonnules (25) : 

Log lang (iO = 

Log sin 0, = 



Log sin = 9,8255109 
LogA' = 9,9079576 



9,4684604 
0,2928341 



Log sin (/) = 9,7334685 

/ = 32" 46' 29,1 54" 
4< = 16''23' 14,577" 

Log lange 4 O 

Log sin $2 
Log sin /i 

Log lang (!<,) 



Log sin /, = 

/,= 

4'.= 

■■ 8,8770546 
0,8791881 

9,7562427 
7,9978665 

a' 34' 12,574" 
O'ir 6,287" 

7,6968419 
2,0593732 



9,7612945 
9,1756263 

8" 37' 3,453" 
4" 18' 31, 726" 



Logsin0, = 9,6562151 



Calcul de la parlie algebrique de la formule (24): 



Log lang tf 
LogA; 

Log 11 



u/i lang 6 



: 9,9544374 
9,7692187 

9,6445088 

9,3681649 

0,2334344 

Logtangtf, 
LogAj 



Loir u = 



9tl^A^ 



tangd^ 



Log lang Ol 
LogAi 

log (4) 

Logti 

^tangd. 

9,8417359 
9,9999339 

0,4943113 

9,6445088 
9,9804899 
0,9560705 



9,8492678 
9,9848477 

0,2007917 

9,644508 8 
9,6794160 
0,4779869 



ti*langö-f «-^ lang Ö,-ftt^ lang d, = 1,6674918. 
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Calcul de la parlie logaritbmiquo et de la parlie circahiire: 

Log(Artang0)= 9,7236561 Log(Aitangtf,) = 9,8341 155 

Log »in y= 9,6259483 Logsinv>. = 9,5275766 

Log (k tang 6 sin (p) = 9,3496044 Log ^X, lang 0. sin Vi) = 9,361 692 1 

arctang;AftangÄ8inf/>)= 12°36'27,859 arc tang (i, longo» sin Vi) = 12"57' 6,247" 

Log(;i2tang02)=9,8416698 Logtangtf3r=9,8416950 

Log sin v>,-= 9,5200747 LogsinVj=9j5200416 

Log (ilj lang 02 sin v,)= 9,36 17445" Log(langtf3sinV'3)=9,3617366 

arcl8ng(A2tangÖ,sinV2)= I2°67'l 1,670" arclang(langÄ.sinVj)=12''57' 10,864" 

Log lang Ö, = 9,84 16950 
Logloglang(45''-|-|V'i) = 9.0367274 8langtfJogtang(45*-i-iVj)=l)9'21079 

Log 8 = 0,9030900 
0,2815124 

&l&ng6ilogl»ng{'l5f'-\- ^ ifij)-\- arelang{k\ang6s\n(p)-\-2arclang{lilangdiSintf>,) 
-|-4arctang(it>lang02sinV'2) — 8arctang(tang^3sini/>]) = 1,6799797 

n{v,(a,k) = 0,0124879. 

Sl. Pelersbourg, Fevrier 1852. 
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Zur Theorie der Abehchen Functionen. 

(Von Herrn Dr. C. Weierstrafs, Lehrer der Mathematik am Gyronasio zu Braonsberg 

in Ostpreufsen. ) 



SSeit mehreren Jahren mit der Theorie der AbelscAeti Transcen^ 
denien mich beschäftigend, bin ich zu Ergebnissen gelangt,* welche der 
Beachtung der Slatbematiker nicht unwerth zu sein scheinen, und die ich in 
einer Reihe von Abhandlungen ausrohrlich zu entwickeln beabsichtige. Die 
erste dieser Abbandlungen, welche bereits vollsifindig ausgearbeitet ist, soll 
hauptsächlich die Aufgabe behandeln, die periodischen Functionen mehrerer 
Argumente, deren Grund-Eigenschaften^ wie es zuerst Jacobi nachgewiesen 
hat, in dem Abelschen Theorem Aber die hyper^ elliptischen Integrale aus- 
gesprochen sind, wirklich darzustellen; was dasselbe Problem ist, welches fflr 
die Functionen zweier Argumente bereits von Göpel und Roeenhmn mit 
glänzendem Erfolge gelöset ist, hier aber ganz allgemein erledigt wird; anf 
einem Wege, der nicht nur gänzlich verschieden ist von dem^ welchen die 
genannten Mathematiker eingeschlagen haben, sondern auch, wie ich schon 
jetzt behaupten darf, die Aussicht giebt, dafs er für noch höhere Transcen- 
denten zu ähnlichen Resultaten fahren werde. Das Folgende ist eine kurze 
Obersicht meiner Arbeit. 

1. 
Dem Systeme der Integralgleichungen, von welchem man, nach Jacobi, 
bei der Theorie der Abelsc}iea Transcendenten ausgehen mnfs, gebe ich fol* 
gende Form, welche ich als die einfachste und für die Behandlung geeignetste 
erkannt habe. Es sei 

R{x) == (ar — fli,)(ar — öiK^ — Ö2)---(^ — ^iJ 
eine ganze Function (2ii-f l)ten Grades; wobei ich zunächst annehme, es 
seien die Gröfsen /Hoi ^i? «»m ^n sämmtlich reell, und so geordnet, dafs 

«0 > «1 > «2 > . . . . > «/2n ist. 
Man zerlege nun R{x) in die zwei Factoren 

P(ar) = (a?— «iXjr— aa);;;(ar-^flj^:.i) und (?(x) = (Är— a„)(ar— aa)...(ar— n^J^ 

CreU<i*a ioaraai t d. M • Bd. XLVU. Heft 4. 40 
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und stelle, indem man u^^ U2^ . .., u„ als unbeschrfinkt verfinderliche Gröfsen, 
^19 ^2 9 ••••) ^n aber als Functionen derselben betrachtet, den Zusammenhang 
zwischen diesen 2n Veränderlichen durch nachstehende n Gleichungen dar: 

L /'"' > P(^) dx 

«9-1 



(1.) < » r^ " pw dx 



. /*^« P(jr) rfjT 



2/il(x) 



Nnn begründe ich, mit Hflife des Ahehchen Theorems, ausführlich den 
der HiUptsache nach bereits von Jacobi ausgesprochenen Satz, welchen ich 
als Fundament der ganzen Theorie betrachte ; nemlich, dafs zwar fflr gegebene 
Werthe von x^^ x^^ . . .^ x^ die Gröfsen iii, 112, . • •, ti„ unendlich viele 
verschiedene Werthe haben, umgekehrt aber, wenn tii, ti,, .«., u^ gegeben 
sind, die Werthe von x^^ x^^ ..., x^, so wie auch die zugehörigen Werthe 
von }//{(X|), ]//l(a^2/S • • •) y^^C^n)) völlig bestimmt sind, und zwar sind 
jTi, X2^ . • ., ^n ^'^ Wurzeln einer Gleichung nten Graden, deren Co^ffi-- 
cienten, völlig beeti^nmie, eindeutige Functionen der unbeschränkt verändere 
liehen Gröfsen tf | , 11, , . . . , u^ sind, während eine tweite ganze Function 
von X , deren Co^fficienten eben solche Functionen von ti| , tr, , . . . , ff ^ 
sind, für x = Xi^ x^^ . . .^ x^ die zugehörigen Werthe von yR(x^)^ 
yÄCar^), • . ., yR(x„) giebt. 

Hiernach kann jeder symmetrische rationale Ausdruck von j^i, a^j, ..., x„ 
als eine eindeutige Function von if|, ti2, ..., u^ betrachtet werden. Nament- 
lich aber zeigt es sich, dafs 

(wo a eine der Zahlen 0, 1, ..., 2it bedeutet) das Quadrat einer solchen 
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Fonction ist. Ich bezeichne demgemftfs, indem ich die gröfseste in | a enthaU 
tene Zahl durch a ausdrücke und 

setze 9 

(20 V^irt^^'^^l ^"^^ al(i/,, «,,... ,irj. 
•(M)-Ä'(a.)) 

nnd nenne diese so definirten 2it-f 1 Grörsen al(iii, ^2^ • • Oo^ bU^m ^3^ • • Oi 
n. s. w. AbeUche Functionen, indem sie es sind, die den eUipiiscAen Func- 
tionen sinamtr^ cosamn^ ^amff vollkommen entsprechen. Die Reihen nach 
Potenzen von ti|, ti,, ..., ti^ entwickelt, haben folgende Gestalt: 

4 

4. al(tii, »,,... ),j ^|/(_l^L).{t4.(ti,,ti,,...),+(ti,,trj,...)4+---}- 

In diesen Formeln bedeutet a irgend eine der Zahlen 1, 2, ..., n; S irgend 
eine der Zahlen 0, 1, • .., n; nnd durch (ti|, u,,...)« ^ii'd ^>ii^ ganze ho- 
mogene Function oten Grades bezeichnet. Ich bemerke Oberhaupt « dafs im 
Folgenden a, c^ so wie auch a\ c^ eine der Zahlen 1, 2, . . . n; h dagegen 
eine der Zahlen 0, 1, ••., n bedeuten soll. Ferner ist zu bemerken, dafs 
ttberall, wo, hier und im Folgenden, die Wurzel (2ten oder 4ten Grades) eines 
pasitiv/en, aus den Differenzen o^ — iii, o^j — a,, ...^ ai — o,, Oi — a^ u. s. w. 
durch Multiplicalion und Division gebildeten Ausdrucks vorkommt, stets deren 
positiver Wertb genommen werden soll. 

Die vorstehenden Reihen können nicht fQr alle Werthe von tij, ti,, . . . 
converßent sein. Gleichwohl gehe ich von ihnen aus, indem ich die Func- 
tionen al(ti|,ii7, ...)„ zunächst nur ffir solche Werthe von tii, ii,, ... defi- 
nire, fflr welche die aufgestellten Reihen sdmmtlich convergent sind. Darauf 
entwickle ich die Haupt -Eigenschaft der so erkifirten Functionen: nämlich, dafs 
sich die Werthe derselben, wenn an die Stelle von tfi, n^^ ••• zweitheilige Gröfsen 
t'i'h^i^ ti2-^t;2)... treten, rnAona/ durch al(t/i, U3,...)o^ ai(ti|,tr2, ...)i9 •• ••9 
al(iii,ti2, ...)2«; «K^^n «^2 9 •••Jo^ al(«^M t^2^ --Oi^ •••9 «I (^19 ^^2^ • • Oin uud durch 
deren partielle Differential-Coefficienten erster Ordnung ausdrücken lassen; worauf 
ich dann mit HOlfe der so gefundenen Formeln zeige, dafs es eindeutige, ffir 
alle Werthe von ti|, ii^^ • • • existirende Funciionen von Hi, t/,^ • . . gi^bt^ 
die mit den durch die obigen Reihen dargestellten Functionen fOr solche Werthe 

40» 
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voo Ui^ 1129 ••• flbereinstiiDineD , für welche dieselben conüergiren, und die 
ich dann fortan unter al(tii, tis^ •••)u9 &Ut'i9t'29-*0 ^ ••• verstehe. Dies vor- 
ausgesetzt , sind die Gröfsen jt^ , j?, 9 • • • 9 ^m welche fflr beliebige Werthe 
von Ui^ tf29 . . ., i/„ die Gleichungen (1) befriedigen, die n Wurzeln der 
folgenden Gleichung: 

in welcher 

V -g(aaa-i) \ 

gesetzt ist. Ferner hat man: 

(6.) iR{x,) 

wo e irgend eine der Zahlen 1, 2, ..., n bedeutet. 

Übrigens lassen sich statt der Formeln (5, 6) andere von ganz Ähnlicher 
Gestalt aufstellen, in welchen n beliebige von den Functionen al(tii, t/a^- • Oo^ 
al(tii,ii2, ...)j, ... vorkommen. Indem man ferner die Differentiale dieser 
Functionen durch x^^ x^y ••., x^ ausdrflckt, findet man Veranlassung ^ noch 
eine Reihe anderer Functionen einzufOhren; nAmlich die durch die Formel 

(7.) al(tii,t#2,...).,^ 
= l/(±(«a-«,)).al(un •!..•. 0.al(ii.,ii,,..0,.-^j(j;^^ 

dargestellten, wo das obere oder das untere Zeichen von (a« — üß) gilt, je- 
nachdem a<Zß oder aZ>ß ist. {a, ß bedeuten je zwei verschiedene Zahlen 
aus der Reihe 0, 1, 2, •••, 2ii.) Man hat alsdann 

(8.) ' '''^^^'' ''^* ==~ |^(+(i^— ^ 

vorausgesetzt, dafs a^.2a — 1 ist. Aus dieser Gleichung ergiebt sich die 
bemerkenswerthe Relation 

IH- J ^-1 5^; — <c-l ^^ 

Zwischen den Functionen al(ti|,if2,...)a9 al(tii,fi2^«.0a,;y finden flbri- 
gens zahlreiche Relationen Statt. Inabesondere sind folgende zu bemerken: 
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(11.) Hb *''^"''"V'->**"-' = aP(M„««,,...)^. + ^ ^^^ 

In der lelztern Gleichung gilt das obere, oder das untere Zeichen, je nachdem 
2c — 1 kleiner oder gröfser als 2S ist. Mittels der Gleichungen (8—11) 
Urst sich auch eine algebraische Gleichung zwischen jedem der (2ii-f l)'^ Dtf* 
ferential-Co£fficienten erster Ordnung der Functiown bI{Ui^Ui^*..)„ und je si 
der letztern ableiten. 

2. 
Nunmehr fahre ich diejenigen Gröfsen ein, welche den sogenannten 
voilstfindigen elliptischen Integralen erster Gattung analog sind. Wenn x 
reell ist und zwischen den Grenzen a^i und a« H^g^ so ist 

und man kann daher 

iR{x) = ±i'i{a^ — x)...^{a^^, — x).^{x — a„)...f^x — a^:) 
setzen, wo die Wurzeln rechts sämmtlich pointiv zu nehmen sind. 
Ferner ist, wenn x zwischen -j-oo und /?„ liegt: 

und wenn x zwischen 02^ und — oc enthalten ist : 

Wenn nun a und b zwei reelle Gröfsen sind, so bezeichne ich durch 

r^ F{x)dx 

J VR(x) ' 

WO F{x) eine rationale Function von x bedeuten soU, denjenigen besondern 

/^ Flx)dx 
,L. . , welchen sie dadurch erhfilt, dafs bei der Inte 

a 

gration -^R^x) stets mittels der obigen Formeln unter Anwendung des obern 
Zeichens bestimmt wird. Dies vorausgesetzt, werde 

yjTT wp/ V durch Ä. 
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bezeichnet. Dann gilt die Relation: 

(12.) Jf,-*:.+jK. .+ic. = 0, fflr a = l,2,...,«. 









also 



(14.) «■.. = -/ -yc:^)-^. 



• «gM 



wo bei der ersten Integration /(Stj:)^ »od bei der andern y ( a Jf P^" 
sitiv zu nehmen ist. Dann findet sich 

^a = Ä^.,1 + ^«,2H h^*,!. — •-^i^l 

(15.) ^j5r. = lf.,,+ J^K,^-iK^^-iK,, 

Ein besonderer Fall des . Ahetschen Theorems fahrt sodann zu den 
folgenden Formeln, in welchen er, ß, y Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2^ . • ., 2n 
bedeuten, und mit dem Symbol a\ß die Zahl bezeichnet wird, wenn a<Zß, 
hingegen die Zahl 1, wenn a:>/i ist: 



iL la'-^a a ja— 2a 

al(M.,...).' al(ii,-Jr„...).= al(„„...). ' 



(16.) BKui-\-t^i'>'")a = -r7z T' ■•(«*»— -Kiv). 



C170 al(«,+ il„...}„ .!(«,;. ..)^ ' al(«,-Ä„...). ai („„... )^ 

Hieraus lifst »ich 

(18) }»'(«»i+3^„...)- = ^-'C^iv .). 

al(«i-f-2-^if0a = — a^C^ivOa* wenn ß^a^ 



(«•) }:; 
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und wenn man 

<1 1 2n 

A* = Z^+.W'iH — +/^- 
setzt, wo unter .Uu, fi^ u. s. w. beliebige ganze Zahlen zu verstehen sind, 

(19.) al(tri2Ä,, ...)« = (-iy"'^*al(ii„ . . .\ 
folgern. 

Es werde jetzt 

(20.) ä;, = Ä".,.+^,,+ ... + Ä^, 

nad 

gesetzt (unter nti, nta, ..., Ui, n2, ... ebenfalls beliebige ganze Zahlen ver* 
standen), so erhfilt man die Formeln 

(22.) al(ii, + 2c«„..0a = (-lf-^al(ti,,...)«. 
wo, wenn a==0 ist, nio = genommen werden mnfs; und 

(23.) al(«, + 2co;f,...).- = (-l)"-'^"-'**"""^"-+'al(ii„...)., 

in welcher Formel für a=2it der Factor von 9\{u^^...\^ gleich 1 zusetzen 
Ist. Ähnliche Relationen erhält man mit Hülfe der Formel (17.) fflr die 
Functionen al (tii, ti2 , • • )u,ß' 

3. 
Die Functionen al(iii, u^, ..Oa haben die EigenthQmlichkeit, dafs sie 
sämmtlich für dieselben Werthe von ti|, i#2, ... unendlich werden. Überdies 
kann Jede derselben, wie es bei dem Beweise des in (Nr. 1.) angegebenen 
Hauptsatzes gezeigt wird, (wenn man fflr die absoluten Werthe von tii, t#2, . • . 
bestimmte, flbrigens beliebig weite Grenzen festsetzt, die sie nicht über- 
schreiten sollen), als der Quotient zweier, nach ganzen positiven Potenzen 
von tii, u?, . . . fortschreitenden Reihen dargestellt werden, welche fOr alle 
Werthe dieser Verfinderlichen innerhalb der bezeichneten Grenzen converffiren. 
Dies führt zu der Vermuthung, dafs sich al(iii, ...}o, al(i«i, ...)|, u. s. w. als 
Brüche mit gemeinschaftlichem Nenner darstellen lassen dürften, bei welchen 
dieser Nenner sowohl als die Zähler, solche Functionen von ui^ ti2, ... sind, 
die nie unendlich werden und sich nach ganzen positiven Potenzen ihrer Ar- 
gumente in beständig convergirende Reihen entwickeln lassen. Wenn sich 
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wirklich al(ui, .«Oa^^ ~ setzen läfst (unter p, p^ Functionen von der eben 

beschriebenen Art verstanden), so mufs ^Iogal(ti2, •••). aus zwei Theilen 
bestehen , deren einer für alle die Werthe von t^i, ti,) • • • unendlich wird, 
fflr welche aI(tii,U29 •••)« = ^ ^^^ ^^i* andere hingegen fflr alle diejenigen, 
welche al(Ui,...)a nnendlich machen. Dasselbe ist der Fall fflr die höhern 
logarilhmischen Differentiale von al(ti|,t/2, ...).. Angenommen nun, es ergebe 
sich rf^logal(iii, ...)ö = ^a— '^^ wo P^ = oo wird, wenn al(ti,,..0. = O, 
und P = oo, wenn al(iii, ...)„ = oo, so kann man d^\ogp^ = P^, d*'\ogp^=P 
setzen; und da sich P^, P durch al(tfi,..0(M 8l(^i9**0t ti. s. w. ausdrücken 
lassen, also auch durch /^u, /9|, ..., p^n, p, so mufs man auf diese Welse 
tu 2n-f-2 Differential-Gleichungen für die genannten 2ii-f 2 Gröfsen gelangen. 
Für die elliptischen Functionen ist die Rechnung sehr leicht. Man 
hat nfimlich, wenn ar = sinamv ist: 

ti*lOgX f^ 2 1 

au* X* 

Setzt man nun a? = ^ , so ergiebt sich 

P 

du* du* p* p* 

Diese Gleichung zerfslle man in zwei, indem man 

rfMog^__£^ d^logP *VI 

rftt* ~ pj' du* "~ 'y^ 

setzt. Nachdem nun vorher gezeigt worden, dafs sich sin am u^ wenn der 
absolute Werth von tf eine beliebig angenommene Grenze nicht übersteigt, 
als Quotient zweier, nach ganzen Potenzen von u fortschreitenden und für 
alle unterhalb jener Grenzen liegenden Wertbe dieser Veränderlichen conver- 
gente Reihen darstellen lüfst, kann, wie ich Dies in meiner Abhandlung aus- 
geführt habe, strenge bewiesen werden, dafs sich die durch die beiden vor- 
stehenden Differential -Gleichungen definirten Functionen p, Pi nach ganzen 
positiven Potenzen von u in hentändig (d. h. für alle reellen und imaginären 
Werthe von u) convergirende Reihen entwickeln lassen. Und wenn man 
die vier willkührlichen Constanten, die sie enthalten, so bestimmt, dafs für ii=0, 

ist, 80 findet sich in der That sinamti = ^. Ähnliche Entwicklungen giebt 



i7, Weiersirafs, zur Theorie der Abehchen Functionen. 297 

es für cos am «^ J%mu, and man gelangt auf diese Weise za denjenigen Dar- 
stellungen der elliptischen Functionen, deren Abel in einem Briefe an Leyendre 
(S. dieses Journal, B. 6, S. 76) erwähnt, ohne jedoch irgendwo die AusfOhrnng, 
oder eine Andeutung seines Verfahrens gegeben zu haben. Von den Functionen 
p, pi aus gelangt man ferner leicht zu den Jacohischen Functionen &{u)y 
H{ü)^ und kann so die Entwicklung der elliptischen Functionen in allen 
Formen ausfflhren, ohne dieselbe auf die Transformations- oder Multiplications- 
Formeln zu grfinden. Oberhaupt lassen sich die obigen Differential- Gleichungen 
für p, pi zur Basis einer vollständigen Theorie der elliptischen Transcendenten 
machen; wie ich Dies in einer bereits im Jahre 1840 von mir verfafsten und 
damals der wissenschaftlichen PrOfungs-Commission zu Münster äbergebenen 
Abhandlung auch wirklich durchgeführt habe. 

Für die Functionen al(f/|,f/29 «.Oa habe ich nun eine ähnliche Rechnung 
wie fflr p, pi versucht. Mit Hülfe der in (Nr. 1.) erwähnten Formeln, mittels 
welcher man aI(Mi-{- Ti, ...)o> Al(tii-{^ri, ...)j u. s. w. durch die Functionen 
von tii, €i2, ..., ti„ und V|, v^^ • . ., v^ ausdrücken kann, lassen sich die 
zweiten Differentiale der ^6^/schen Functionen ermitieln, und man erhält 
il'logal(fi|, ...)a durch 9\{Ui^..\^ 0l(Mi)-*Oi o. s. w« und deren erste Diffe« 
rentiale ausgedrückt. Mit Benutzung der unter (8— 11) aufgestellten Relationen 
lassen sich dann diese Ausdrücke auf die vorhin angegebene Form bringen, 

und indem man al(Wi,...)a== — 9 »' (^^i^ •••)«,/» = -^^ setzt, für die Gröfsen 

p, p^, p„^ß eine hinreichende Anzahl Differential -Gleichungen zweiler Ordnung 
finden; so wie es sich auch nachweisen läfst, dafs diese definirten Functionen 
sich nach ganzen Potenzen von iij, tf^, . . . in beständig convejfgirende Reihen 
entwickeln lassen. Auf diese Weise begründete ich (gegen Ende 1847) den 
Satz, welchen ich als den wichtigsten zur Erreichung meines Zieles, eine für 
alle Werthe der Argumente ?/j, u^^ ... geltende Darstellung der AbehAen 
Functionen aufzufinden, betrachten durfte : dafs nämlich die Functionen al(t/i, ...)a9 
ttl(tiiv)ai9 ^^ d^r Form von Brüchen mit gemeinschaftlichem Nenner sich 
darstellen lassen, in welchen die Zähler und der Nenner wesentlich den 
Characler ganzer Functionen haben, indem sie fflr alle (reellen und imagi^ 
nären) Werthe der Argumente tii, 1/2, . . . existiren und sich nach ganzen 
positiven Potenzen derselben in beständig convergirende Reihen entwickeln 
lassen. Indem ich nun ferner auf die so gewonnenen Hülfsfunctionen genau 
dasselbe Verfahren anwandle, welches mich von den oben erwähnten Functionen, 

CraUe'a Jonrnai f. d. M. Bd. XL VII. Heft i. 41 



■u. . 



298 /^i Weienirafsj^ zur Themie der AbeUchen Fwieiionen. 

durch welche ich die elliptischen Functionen ausgedfückt hatte, zu den soge- 
nannten Functionen geführt, gelangte ich auf einem, alle WiUkahrlichkeit 
ausschliefsenden Wege, zu den eben so einfachen als durch ihre Form ausge- 
zeichneten Reihen, auf welche, für it=^2, schon vor mir Göpel und Rosenhain 
die ili^^/schen Functionen srtr^tVr Argumente zurQckgefahrt hatten. 

Die Rechnungen indefs, welche die Erzielung der angegebenen Resul- 
tate erfordern, sind nicht ohne Weitifiufigkeil. Ich versuchte daher, denselben 
Grundgedanken verfolgend, auf einem einfacheren Wege den Zweck zu erreichen. 
Es gelang mir Dies, indem ich gleich vom Anfang an auch die AhehtAken 
Integrale zweiter und dritter Gattung mit in Betracht zog und dieselben durch 
Hl, ti2, •••, ti„ ausdrückte; in ähnlicher Weise, wie es bei den entsprechen- 
den elliptischen Integralen geschieht. 

GöpeFs Abhandlung erschien zu der Zeit, als ich mit diesen Unter- 
suchungen beschäftigt war. Seine Resultate sowohl, als sein Verfahren, sind 
nicht so einfach, als sie, auch bei dem von ihm gewählten Wege, sein konnten. 
Von BosenhahCe Arbeit, die erst nach Vollendung der meinigen veröffentlicht 
worden, kenne ich bis jetzt nur die in diesem Journal aus Briefen an Jacohi 
mitgetheillen Notizen. So viel daraus zu entnehmen, stimmen die von ihm ge- 
fundenen Resultate mit den meinigen, auf durchaus verschiedenem Wege er- 
mittelten, vollkommen fiberein. Ich glaube aber nicht, dafs sich nach den 
Methoden beider Mathematiker die AheUtAi&ci Functionen von höherer als der 
ersten Ordnung werden behandeln lassen. Jacohi hat bereits bemerkt, dafs 
schon für n = 3 die verallgemeinerten Q Functionen mehr Constanten ent- 
halten, als die Jift^/schen Functionen dreier Argumente wesentlich zusammen. 
Es müssen daher unter diesen Constanten bestimmte Bedingungsgleichungen 
Statt finden, wenn die betreffenden Reihen zu Jfte/schen Functionen führen 
sollen. Ich habe nun zwar diese Relationen für jeden Werth von n gefunden, 
zweifle aber, ob Dies, wenn man von den genannten Reihen ausgeht, a priori 
möglich sei, ohne dafs die Theorie der il6e/schen Functionen, nach einer an- 
dern Methode entwickelt, vorausgesetzt wird. 

4. 
Es werde, während a eine willkfihrliche Gröfse bedeutet. 



"aa-i 



gesetzt, indem man sich Xx^ jet,, .. .^ x^ durch tii, tia^ • . ., u^ ausgedrückt 



17. Weierairafs, zur Theorie der Abelschen Functionen, 299 

vorstellt, und festsetst, dafs bei jeder einzelnen Integration x genau dieselben 
Wertho durchlaufen soll, wie bei den Integrationen, in den Gleichungen (1). 
So definirt, Ififet sich Slftij, te#2, ...) als eine logarilhmische Function von 
Ui, ti29 ••• betrachten; d. h. als eine solche, welche die Form 

Jlogy(iii,ii2, ...)Tyi(Wn«'29---) 
hat, wo q>, (pi eindeutige Fnnciionen von ti|, t/2, ••• sind. Von den vielen 
Formeln, die sich auf diese Function beziehen, fahre ich nur die folgende an: 

e c c| 

= i^2c-ial(M?i,..02r-iaP(Wl,..02c-l[al(tli+t^lV--)2c-i+«U«'l — «^M---)2c-l] 

eic^iVRiä) aP(w,,...)?c^i 



wo 






c /•« P(x)dx 



(26.) yf^=J 2(x—a^a-i)VR(x) 

ist. 

Das dem JS untergesetzte a bedeutet, dafs in einer Formel wie SA^^ 

die Snmmation auf die veränderliche ganze Zahl a sich beziehe, welche dann 
alle Werthe von 1 bis n durchlaufen mufs. 
Setzt man nun 

so lifst sich jedesmal, wenn a in der Nähe eines der Werthe ai, Oj, ..., a^n^i 
liegt, Sl(tii,ti2) xO nach Potenzen von b entwickeln, und zwar in der Form 

^+*A(«)+*r.(«)+--- 

Den Coöfficienten von b in dieser Entwicklung, ffir den Fall, wo a 
wenig von 02^.1 verschieden ist, bezeichne ich durch 

SI(Wi,t/2, ...),, 

wo man dann 

(28.) rfSI(ll„t/„...)c = flipiaae-iXx.-a^OVÜtx«)»' 

oder auch 

fna\ VGi/. \ ejc-iduc , ^i eic^iel,^i^Viu^^...)u^i*due^dut,) \ 

findet, in welcher letztem Formel für a der Werth c auszuschliefsen ist. 

41» 
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Diese n neaen Gröfsen Sl(tri,U2, ...)« sind eindeutige Panctionen vod 
tii9 ti2 9 •••> von derselben Art wie al(ti|,...)u u. s. w. Es lassen sieb aof 
dieselben alle ^6^/schen Integrale zweiter Gattung surflckfflhren ; so wie auf 
Sl(€i2, ti2, .«0 die der dritten. 

Ich bezeichne jetzt das bestimmte Integral 
(30.) /"' 1 -g^ p-?^. ;7^ durch J. , 

'm 

und setze (Ähnlich wie oben, wo von den Gröfsen K^ die Rede ist) 

^a,e^=^J* — •'tt^ i^ü,c = Ja — J«i 

(31.) j-;,. = 7^,4-7.^.4-. ..^.jr^,. 

Dann läfst sich das logarithmische Differential von al(tii, ti2, ...)« durch die 
Functionen Sl(tii,...)A in folgender "Weise ausdrücken: 

(32.) ^'''^''a;;/"-^'' =i>-si(«.4-^i-^iV-).+si(«i-'g!,...).. 

Nun Ififst sich mit Hülfe der Formel (29.) leicht beweisen, dafs 

i'OO ^ ö Sl (u, — Ji^t » " ')• 5Sl(t<| — Jf| , ...)c 

^ *^ dt«t Sil« 

ist, woraus folgt, dafs der Ausdruck 

ein voUetdndiges Di/ferential ist. 

Es Ififst sich daher eine Function Al(iii,tr2, ...) dergestalt bestim- 
men, dafs 

(34.) rf log AI (i#i , 1^ , . . .) = - -2'( jT+ Sl («1 - k!, . . .)) du. 



ist, und wenn man dann 



>. 



(34«.) .K«.,^,...). = ^|g|^ 

setzt, so erhalt man 

ft«— 1 a M— 1 a 

(35.) Jlog AI («„«,, ..,). = -:5'(J._J.4-S1(«,- J.-f J.,...)Jrf»,. 

FOgt man diesen Gleichungen die Bestimmung hinzu, dafs für U| = 0, 
tr2 = 0, ..., t4„=0, Al(ii|,..0 = l werde, so sind die sfimmtlichen durch 
sie definirten Hfilfsfunctionen völlig bestimmt. Entwichet man sie in Reihen 
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nach Potenzen von tii, U29 ...^ so erhalt man 

und es Ififst sich erweisen, dafs diese Reiben für alte Werlhe von tri, ti,, .. 
convergent sind. 

Anf die Function AlCiij^tr,,...) lassen sich Jetzt auch Sl(tii,...) und 
Sl(tf|,...)« zurflckffihren. Setzt man nimlich 



(37.) w,-J *(^_^^ , 



und 

foa^ aiogAiK,y„...) « . . 

(dö.J gjj- == Al(lfi,tl2,.-.;, 

80 hat man 

(39.) Sl(«., «„...) = -^«.AlCu^^-O+llog^l^i^. 

Hieraus lAfst sich noch eine Formel herleiten , die für si = 1 in der 
Theorie der elliptischen Functionen (namentlich bei Anwendungen derselben) 
Yon grofsem Nutzen ist, nimlich: 

(40.) e'^'' = tf • Aifi,+ tp„.,.) 

Fftr n = 1 dient z. B. dieser Ausdruck dazu , um leicht zu den Formeln zu 
gelangen, durch welche Jacobi die Rotationsbewegung eines festen Körpers 
darzustellen gelehrt hat. 

5. 

Zur wirklichen Darstellung der Functionen Al(tf|,...), Al(tii,...}« 
gdange ich nunmehr auf folgende Weise. 

Zunächst entwickle ich die Relation 

(41.) Al(ti,+2Ki,...) = (-1)«« • .Al(ii|,..0. 

In dieser Gleichung setze ich sodann Hj -f 2Ki statt ti^ u. s. w. Dies giebt 



Al(«i,+2jt,+2l„... 



(-1)«+^« • .Al(ttn...)- 
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Vertauscht man jetzt a und ß mit einander, so zeigt sich, dafs 



aß a fi 


aß aß 


3Z (K.J. -/.«.) 


-■2"(*f.'.— '.«.) 


• 


= e • 



sein mafs. Hieraus folgt^ dafs 

a 

ist, wo u eine ganze Zahl ist. In der That finde ich durch eine directe 

a 8 a B 

Untersuchung der bestimmten Integrale^ durch welche JC^, K^^ J^, J^ aus- 
gedrückt werden: 

(43.) xAi.-J,i.) = l+f!'"^"»''>^- 
ft f —\7i t, wenn a<CP' 

* 

Aus dieser Relation leite ich dann die folgenden ab: 

^*^-^ ^ i(Ä^,j;^^ J^,K:,^) = 0, . ^eun c'^c, 

a 

Diese Relationen, deren Anzahl =(2it— l)ii ist, entsprechen der be- 
kannten Legendresüken Gleichung zwischen den ganzen elliptischen Integralett 
erster und zweiter Gattung. Ich habe den Beweis derselben in einer Pro- 
gramm-Abhandlung (Braunsberg 1849) veröffentlicht, in welcher ich zugleich 
Aber die Resultate, zu welchen ich in der Theorie der Abelschen Functionen 
gekommen bin, einige vorläufige Notizen gab; mit der Anzeige, dafs ich 
diese Resultate in einer ausfQhriichen Schrift darzustellen gedenke: ein Vor- 
haben, dessen Verwirklichung durch eine Krankheit, die mehre Jahre lang 
mich der Arbeit völlig entzog, bisher vereitelt wurde. 

Mit Hülfe der aufgestellten Relationen kann man nun aus der Glei- 
chung (41) folgende zwei allgemeinere Gleichungen herleiten. 

Es sei wieder 

Ol« =i mi K^i-^r m^ Ä.^? + • • • + **n Ä.,« 

und 
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(oBter nti^ ni), . . • , tii, th^... beliebige ganze Zablen verirtanden). Dann hat man 

Al(tii-f 2cO|,...) = e • .Al(tii,..0 

(450 Ai(iii+2co;f,..0 = e • .AI(iii,...)i 

nnd erbftlt mittels (17) Ahnliohe Formeln auch fOr Al(ti^,..0«- 

Ich führe jetzt statt ti^ t«2, « . ., ti|.9 it andere Veränderliche Vi^v^'i ***^^»i 
ein; mittels der Gleichnngen 



Ans denselben mögen sich 

(47 ) (^^"^ (fi^M«i+fi^2,2»2+ - +e.^iijn 

ergeben. Sodann leite ich ans den Gleichnngen (43) die folgenden ab: 

(48.) SG^cJ^.9 = -2'fi^t/,cJ«.ei 
(49.) SG.^Kl^ = i<?^c.Ä;.. 



Setzt. man daher 



\e = ^^t,il"^Cyf9 



(50.) / <r^. 




so hat man 

(51.) v = 
und die obigen Relationen geben 




(52.) < •'^' 




• 

« 


— ^ J*.,.'Äc,.r 
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Bildet mao nan ferner die bomogeneii Functionen zweiten Grades von Vj, tr«, • • • ; 

jE(ll|,ll2,...) = i-T^.^^tf.tie, 

80 iäfst sich mit Hfllfe der vorhergehenden Gleichungen zeigen, dafs 
(53.) 12(Wi + 2w„..0 = £?(iii,...) + 2-r€.(w.4-cü.) 

ist. Hieraas folgt, vermöge der ersten Gleichung (Nr. 45), wenn man 

(54.) ^.^<"-"^->AI(tii,ti„...) = Jc(ri,i;„...) 

setzt, wo g eine Constante bedeutet: 

(55.) Jc(t?|-]- 2ttt|7i, i?2-|~2m2 7r, ...) = Jc(t?i,r2, ...). 

Ich nenne diese Function von t^i, t?29 • • • die Jacobhche^ weil sie 
fOr n = 1 von Jacobi in die Analysis eingeführt ist. Diesem Namen ent- 
sprechend ist das Zeichen J angenommen. Was Oberhaupt die Rechtferti- 
gung der angenommenen Zeichen betrifft, wird die ausfOhrlichere Abhandlung 



anzeigen. 



Die zweite der angefilhrten Gleichungen giebt aber, wenn 

gesetzt wird: 

(56.) Jc(i?, -f(?ii, Tj-j- ^2'* • ••) == ^ " Jc(ri, Tj, . ..). 

Nun Iäfst sich beweisen, dafs jede Function, welche die in (55) aus- 
gesprochene Eigenschaft und überdies, gleichwie Jc(i;|,...)^ den Char acter 
einer ganzen Function hat, wie ich denselben eben erklärte, durch eine 
unendliche, nicht nur fQr reelle, sondern auch fOr alle imaginfiren Werthe von 
«1, Vi, ..• convergirende Reihe von der Form 

sich darstellen Iäfst. in welcher Formel ni, Uj, ... n^, veränderliche ganze 
Zahlen bedeuten, deren jede, unabhängig von den Obrigen, alle Werthe von 
— oo bis 4"^ 2" durchlaufen hat. Für die Function Je giebt die Glei- 
chung (56) die Bestimmung der Coefficienten, und man erhält 

(57.) Jc(t;,,r„...) = S{e'"*(''»+^'')+«*f'«+^*'>+-+«.(*'«+^-')i'j, 

oder auch 

(58.) Jc(ri,r2,...) = S}e •»' ' cos(ttir,-f Ujrj-f ••• +tt«r«)f. 
Eigentlich wäre der Ausdruck rechts noch mit einer willkohrlichen Constante 
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zu mulüpliciren ; was aber wegen der willkührlicben Gröfse ff anlerbleiben 
kann. Der Coefficient y in (54) wird dadurch bestimmt, dafs fflr 1*^ = 0, 
ii2 = 0, ..., ti„ = 0, AI(fii,...) = l wird. Hiernach findet sich: 

(59.) Al(ti„u„..0 = ^--*K>u,,..o. JcK.v,,. .) 

«IC \0j Of • • •/ 

e 

Für die Functionen Al(fii, tis, ...)a erhält man ferner, mit Hülfe der 
Gleichungen (35), folgende Ausdrücke. Es sei 

— (»'i *^i,i + va ÄT^j -f . . • -f V, Kl„) i , 

wo jede der Zahlen /ti, /i,, ..., Vi, v^, ... entweder =1 oder =0 ist 
ond mittels der Formeln gefunden wird. Ferner sei 

so ist 

(60.) «■^"«•"•' -5 AI(Ui, «„...). 

e* Jc(t>, — |«,«-f-o, I, ...) 

Es ist aber, wenn ^ii'i-f/^>'z-|- ••* "f Z^«^'» = ^ gesetzt wird und 
I. X ungerade ist: 

(61.) (-l)*^*-V'^''*^'«-''*''+*''*'^'jc(r,-^,n + <y,l,...) 

IL Wenn X gerade ist: 

(62.) (-l)*^*'^'*^''-''*"+*''«'^'jc(p,-At> + <r,»,...) 

= S{(-If'"'+-+''-"-« '.' .cos[(n, + iy.)f,+ -]j. 

Setzt man ferner 

al (Hl, ti,. -.).,/» — AlK,ti„...) ' 
so giebt der Ausdruck rechts in der Gleichung (60) den Werlh von 

wenn man für jede der Zahlen /^i, Vi, ,02, >^2 a*s. w. die Summe derjenigen 
beiden Werthe setzt, die ihr fflr a und fflr ß zukommen. 

CreUe^B Journal f. d. M. Bd.XLVII. Heft 4. 42 
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Fflhrt man statt ti, V2^ ... wieder Hi, t/^, ... ein, so erhält man 
noch folgende bemerkenswerthe Ausdräcke. 
Es sei 

a a a 

K^ = ü}^ — ia}[. 



wo dann 



U 12 3 2n— 2 2n— 1 2n 

12 3 4 2fi»l 2n 

ac— 1 



2c 






ist. Ferner sei 






so ist 



al(tii,ii2,...X 



^ Sje ^ .COs[^(<Ta + ^ga)(f<a — ft>,)]{ 

e ' .COS^<Tatlaf 

Das Zeichen S bezieht sich wieder auf die in den Ausdrücken a^^ a}[ 

a 

enthaltenen Zahlen Ui, n2^ .••; tt« aber bedeutet denjenigen Werth von a^^ 

den man erhält, wenn man fQr ni, n2, ... die Werthe nimmt, welche co^ gleichet;^ 
machen. Und wenn man in dem vorstehenden Ausdrucke an die Stelle von 

i, ;:,., ci;; die summen 

aß aß aß 

^«+^4, ö'a + tt^a^ ^a + K 

setzt, so stellt er die Function aI(t#i,t/2, ...)a,/9 dar. 

Ahnliche Darstellungen der ^^«^schen Fanctionen, wie die hier an- 
gegebenen, existiren noch unzfihlig viele. Namentlich giebt es, wie bei den 
elliptischen Functionen, noch eine Darstellungs-Art, bei welcher an die Stelle 
der cyklischen Functionen sin, cos die entsprechenden hgfperbolischen treten. 
Sodann habe ich in meiner Abhandlung auch ausgeführt, wie sich jeder aus 
il6e/schen Functionen auf rationale Weise gebildete Ausdruck als Quotient 
zweier Reihen von ganz Ähnlicher Form darstellen ISfst; und dadurch zugleich 
die Transformation der Abehchen Functionen vorbereitet. 

Saline Westerkotten in Westfalen, 11. September 1853. 

Anmerkung. Die schliefslichen Resultate des Obigen finden sich auch schon in einer Ge- 
legenheitischrift des Herrn Verfiusers, datirt Tom 17. Juli 1849. 
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18. 

Sur la th6orie des formes quadratiques ternäires 

ind^finies. 

(Par M. Hermife ä Paris.) 



Jfl.r. Gauss a distingu^ les formes quadratiques ternäires, et definies, 
et indefinies, suivant qu'elles sont reductibles par une Substitution reelle anx 
formes ±(^^-f"y^"f O ®^ +(^^+}^ — «^)« Nous considererons dans cette 
note, les formes f=^ax^-\-a'y^'\'a^*z^-\'2byZ'\-2VxZ'\'2V'xy, reductibles a 
j^2_|^y2 — 2^; et tout ce que nous en dirons s'appliquera de soi möme a 
Pespece des formes indefinies qui appartiennent a Tautre type — x^ — y^-^-z^. 
\\ est bon cependant d'observer que ces deux types sont essentiellement 
distincts I'un de Tautre, c. a d. quMI est impossible de trouver aucune Sub- 
stitution reelle qui change ar^-f y^ — «^ en — JP — F^-fZ^. Le Determinant, 
ou d'apres la nouvelle denomination de M. Sylvester, f Invariant ie f, sera: 

J = aÄ^-f a'Ä'^-f ll"*"'-2*6'*"-a€lV^• 
la forme adjointe g sera: 

dJ 9 I dJ 9 I dJ 9 I dJ • , dJ I dJ 

En mdme temps que la forme indefinie f, nous considererons la 
forme definie 

(p = f-\-2{XX'^uy'^yz)\ 

oü l, fi, y, sont des indeterminees reelles, assujeties a verifier la condition 

g{}.,fi,y) = —J. 

Cela etant, on concevra qu'on caleule la suite infinie des substitutions propres 
« reduire (p, lorsque les indeterminees X, fi, y, passent par tous les ^tats pos- 
sibles de grandenr. Cbacune de ces substitutions faite dans f, donnera une 
certaine transformce. Nous designerons lenr ensemble par le Symbole {f\ 
et nous aurons les propositions suivantes: 

I. 

„Si deux formes ternäires f, et JF, sont equivalentes, {f) et {F\ 
„conliendront les mdmes formes et seront identiqnes.** 

42* 
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IL 

^Si la forme ternaire f^ a pour coefficients des nombres entiers, 
yj^f) ne contiendra qu'un nombre essentiellement timite de transformees 

^distinctes/' 

( A Ä A"\ 
Effectivement, s\ Ton represente par ^=( n m mr] Vnne quelcon- 

que des formes contenues dans (/*), on a ce iheoreme. 

III. 
^Les cinq expressions 

AB\ AB"", ^"Ä"^ ÄÄ'ß", AAA\ 

„sont comprises entre les limites •\-2J et — 2Jy 

De la jsuit, que la totalile des formes pour lesquelles ^ est le möme, 
ne donneront qu^un nombre fini de symboles (/*) distincts les uns des autres, 
c. a d. que les formes ternaires indefinies de mdme Invariant, ne donnent 
Jamals qu^un nombre limite de classes. 

IV. 

^Les .substitutions propres a reduire q>, coutlendront toutes les sub- 

^stitutions qui peuvent changer en elies mämes, les diverses formes de {fy 

Le calcul numerique de la reduction continuelle de la forme (p, lorsque 

K f^j '^y passent par touts les etats de grandeur, sous la condilion ff{X,/jb,v)= — J, 

m'a conduit a de longues et penibles recherches, dont le tbeoreme suivant 

est le point de depart: 

^Lorsque (p cesse d'dtre reduit par une Variation infiniment petita 
^de l, fJL, V, la Substitution qu'il faut eroployer pour le reduire de nonveau, 
^est Pune des 62 substitutions A'* Eisenstein , par lesquelles une forme 
^definie reduite, se change en eile möme/' 

La m6me proposition a encore lieu a Tegard de cet autre genre de 
formes <p, savoir: 

ip = l(^aX'\^a'y-Yat'zf'\-lx{bx-\-VY-\^V'zf^v{cx\cy'{c''z)^^ 

que j'ai introduites dans Tetude des formes cubiques 

f =z (aa?4-Ä'y+a"ir)(*a?-|-Ä'y+Ä"«)(ca: + c'x-j-c"s5). 

J^espere pouvoir donner dans une autre occasion le resullat de mes 
recherches sur cette question si difficile; mais pour approfondir la nature des 
substitutions qui changent en eile möme une forme indefinie, j'ai employe 
Tanalyse suivante. 
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£tant propose de decouvrir la Substitution de x, y, z, en X, Y, Z, 
qui donne identiquement 

(1.) A^>r>«) =f(X,Y,Z), 
j'JDiagine que les trois preroieres variables, ainsi que ies trois dernieres, soient 
exprimies par des indeterniiuees auxiliaires S, rj, ^j et cela de maniere 
qu'oD ait 

(2.) y+F=27?, 
{z-\-Z = 2^. 

Sous ces conditions on va voir quil est facile d'obtenir ies expressions de 
^9 yj ^3 et X, Y, Zd, en ij T], C* Effect! vement, il yiendra en premier lien: 

(3.) n^S-X 2^;- F, 2C- Z) = f{X, Y, Z), 
d'oü, ea developpant et reduisanl: 

(4.) 2nS,v,^) = X^i.¥^^Z^. 

Or il est visible qu'on satisfera de la maniere la plus generale a cette equation, 
en prennant 

(5.) (»'=1-'-f+*;f, 

X, ft, Vj designant trois quantites 'arbitaires. Reciproquement, si Ton a verifii 
ainsii Tequation (4), on en conclura necessairement Pequation (3). Les for- 
mules generales pour la transFormation en eile möme de la forme f, s^obtien- 
dront donc en rcsolvant Ies equalions (5) par rapport ä S, ij, ^, et subsUtuant 
les yaleurs obtenues dans les relations 

tx.= 2g-X, 
(6.) y = 2v - r, 

{z = 2i;-z. 

Mais la conclusion suivante ä laquelle je suis arrive d'abord par une analyse 
plus difficile, n^exige pas qu'on fasse ce caicul. Ajoutons les equations (5), 
apres Ies avoir respectivement multipliees par X, /j, r, il viendra: 

(7.) iX+^Y+rZ = XS^firi'\'y^, 
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et on m deduit par les equations (6): 

Voici donc une fonction lineaire qai se cbange en elle-möme par la 
Substitution qai change aussi la forme f en elle-m^me. Cela pose, il est 
visible qu^au point de vue de la recherche presente des subslitations i coef- 
ficients entiers, les indeterminees l, ^u, v, doivent avoir des valeurs rationnelles; 
ainsi Ton peut faire ces quantit^s proportionnelles ä trois entiers l, m, n, sans 
diviseur commun. D'apres cela, choisissant six autres nombres t, m\ n' ; 
r, tn", n", de maniere que le Determinant da Systeme 

h M, n, 
l\ ml, n', 

soit Tanite, posons 

il x\m y\n z =^ u, l X\m Y\n Z = U, 
/'a: + m'y|/i'Ä = r, F X-\-m' Y^n' Z = V, 
/"a; -]-//>' V + ii"sr = w; V'X\tfi^Y\iJ'Z = W. 

A la sabstitntion proposee entre les variables x, y, z, d'une part, X, F, Z, 
de Taatre, succedera une nouvelle Substitution entre les deux groupes n, v, w^ 
et ü, V, W, d'une maniere toute speciale; par ce fait Tequation correspon- 
dante a (6) devient alors simplement 

u = U. 

Or cela equivaut ä dire que pour cette Substitution les indeterminees analogues 
k fi e\ V sont nulles, Tautre restant encore arbitraire. Ainsi on en fera 
aisement le calcul, en employant les relations « 

v = 2ti-V, et V==fji-l^, 

dans lesquelles F{n,v,w) sera la Iransformee de f{x,yjZ)^ obtenue par la 
Substitution (8). Mettant ^il a la place de X, et posant 



_ fA, A', A"\ 
^ ~ \B, B', B") " 

G (forme adjointe de F) = [V^ ^Z ^„ J , 
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on troavera: 

_ 2X(B'—X^>') rr , (1— 2Afl+A«g) V—2kA!'. W 

^ ~ 1— ra f" 1— i»a • 

"^ i_A«a '^ + rirä 

1 -l-il*S 2il 

Faisons encore ^_^,^ = yt ^_^,-: = y, d'ou /»* — 2ly* = l, et il viendra: 

= r, 

(9.) / - =-(^«' -^©")«^+(/'-Äy)F-^j".»r, 

Ces formules sont Celles auxqaelles nous voalions parvenir; elles ne 

contiennent de fraction, que la quantiie -XT? qai pect ne pas se reduire a 

nn nombre entier par la seale condition p^ — %q^ = 1. Cependant, si nous 
employons au lieu des nombres p et q^ les suivants: 

P = p'\^q\ Q = 2pq, 
qui donnent aussi P'^ — %Q^^=\^ on trouvera alors: 

et la formule de Substitution ne renfermera plus que des nombres entiers. 
Le nombre % qui joue ici un röle essentiel, a pour valeur g{htn,n)\ 11 doit 
ötre evidemment positif, pour que la Substitution ne soit pas identique. Ce 
sont donc les entiers pour lesquels la forme adjointe est positive, qui sont 
les elements essenliels de notre Solution. 

En resuroe: si nous designons par iS» la Substitution (8), par 2: la 
Substitution (9), la formule abregee S'^SS donnera en nombres entiers la 
relation entre les deux groupes de variables^ ^> y» ^> ®t X, Y, Z, par 
laquelle f{x, y, z) se change en /"(JT, Y, Z ). 

Comme consequence de la methode precedente, on obtient aisement 
les theoremes suivants que je me bornerai a enoncer. 



312 tS' Her mit B, sur Us formes quadratiques ternaires. 

I. 
Soil 

z = cX+c'F-f c"Z, 

une subslituiion 8^ qai change en eile mdme une forme qiiadratique quelconque, 
requaiioD du troisieme degre, qu'on formera en egalant a zero le determinant 
dn Systeme 

a — l a! a" 

c d c"-i 

admettra pour une de ses racines Vuniie, et pour les autres deux valeurs 
reciproques. 

IL 
Si Ton represente ces deux racines reciproques par i = «*''^""* et 

'Y=^e'^^^^, la condition pour que la Substitution S, prise n fois de suite, 

donne en derniere lieu une Substitution identique, est donnee par Tequation 
na)=:2n; et les seules valeurs possibles du nombre n, si les coefficienls sont 
entiers, sont n = 2, 3, 4. 

m. 

n existe un nombre infini de formes quadraliques ternaires qu'une 
möme Substitution change en elles-mömes; et on peut les reprösenter ainsi: 

A, B, C, designani trois fonclions lineaires determin^es, et k, l, deux coef- 
ficienls arbitraires. Toutes les substilutions qai changent eo elles-mömes ces 
diverses formes, s'obtiendront en faisant 

A = ±?l, 
'B= Aö, 

S, S, (S, designant trois fonctions de mdme forme que A, B, C, mais relatives 
a d'autres variables, et X une constante arbitraire. 

Paris, Mai 1853. 
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19. 

Sur la theorie des formes quadratiques, 

(Par M. Hermiie k Paris.) 



Premier memoire. 

JLja methode que j'ai exposee dans an precedeat articie, pour obtenir 
toules les transrormations en elle-möme d'une forme ternnire indefinie, exige 
comme element analytique esseniiel, la connaissance des syslemes d^entiers qui 
rendent posilive la forme adjointe. La nature d'une pareille condition fait 
bien voir que les transformatioos semblabtes d^ane forme ind^finie, impliquent 
neeessairement dans leurs expressions un nombre infini d'enliers arbitraires. 
Les considerations que nous developperons ici, montreront möme la possibilite 
de donner aux formules de transformations, une expression qui offre expli- 
citement un nombre infini d'entiers indetermines. Neus insisions sur ce point, 
parcequMI nous semble caracterislique dans la theorie des formes quadratiques. 
D^autres formes donnent lieu en effet a un nombre pareillement infini de sub- 
siitutions sembiables, mais toutes ces subslituti'ons s^expriment avec un nombre 
essentieilement limile d'entiers arbitraires. Teiles sont les formes du n^ degre, 
decomposables en n facteurs lineaires pour lesquelles on a la proposition suivante: 
^Soit a ie nombre des facteurs lineaires reels^ b le nombre des coupies 
^de facteurs imaginaires conjugues, et co-f 1 la somme de ces nombres: toutes 
^les subslilutions semblables seront donnees symboliquement par la formule 

C**! QSi^i C"*! Ol"»*ltt+» 

Ol ^2 *^3 • • • *^ctf 9 

^oü m^, in,^ ... sont des entiers arbitraires, et 5^(, «S>2, etc. co-fl sub- 
^stitulions lelles qu'aucune d'elles ne puisse s'exprimer par les produits 
^des puissances des autres."' 

On peul encore demontrer par rapport a ces formes, qu^en nommant 
iS et T, deux substilulions semblables quelconques, on a toujours 

ST = T.S. 

Au contraire, dans la theorie des formes iernaires indefinies, une pa- 
reille relalion n'exisle qu'autant que S et T sonl les puissances d'une m^me 
Substitution; auquel cas ia relation proposee, se veriße d'elie mdme. Nous 
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rappelierons encore qae la connaissance d'une transformation semblable d^une 
forme quadratique ternaire, ne definit pas completement cette forme, de Sorte 
qu'une substUutioa donnee^ change en elles mömes une infinite de formes ternaires 
distincles. Par le Ibeoreme saivant, on verra an contraire comment une forme 
decomposable en factenrs lineaires, est connue, a an facteur numerique pres, 
iorsqu'on donne une de ces transformations en elle-rodme. 

Designons cette Substitution par^^ et concevons qu^ön forme JS^^ JS^, etc. JS', 
en representant par cette notation ia möme Substitution, prise 2, 3, ••. t fois 
de suite, et pour fixer ies idees, supposons la Substitution JS* donnee par les 
formales 



et la Substitution 



' par les suivantes: 

Xi = a,- AT-}- «1 F-f - 



• • • 



4- *J"-*> U, 



V, = Ä;:r+Ar;.F+...4-ArJ'-"*)|7. 
En formant le determinanl du Systeme 

X Y ü 



X y 

^2 Yi 



u 



on aura, a un facteur numerique pres, la forme en X^ Y, . . . V, decomposable 
en facteurs Unfaires, et que la Substitution 2! change en elle-möme. Je me 
reserve de demontrer prochainement ces th^oremes, sur la forme decomposable 
en facteurs. Le dernier exige qu'aucune puissance de la Substitution 2, ne 
puisse donner la Substitution identique: x=.X, yz=zY, ... u=U. 

Ces exemples de la grande difference que Ton doit etablir entre la 
th^orie des formes quadratiques et celle des formes decomposables en facteurs, 
au point de vue de la recherche des substitutions semblables, ajoutent encore, 
ce me semble, ä Tinteröt de la question difBcile que nous avons abordee poor 
le cas des formes ternaires. En se bornant d'abord en quelque sorte au point 
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de vue aigebriqoe, on est conduit, ä plasieurs Iheoremes qui noas oot paru 
dignes d'interöt, et que notis exposerons avec detail. Nous donnerons ensaite 
an nouveau deveioppement aax consideralions arilhmetiques deja presentees dans 
notre premier articie. 

Premiere partle« 

I- 

L^analyse que j^ai exposee precedemment dans ce Joarnal, doone soas 
la forme suivante au moyen de trois indeterminees l, jjl, v, rexpression de 
toates les substitutions qui changent en elle-mdme nne forme quadralique ter- 
naire. Posons, en conservant les ro£mes notations: 

et representons la* forme adjointe par 



(l^-dii\ V^-a^', V'^—aa'X 
\ah-VV\ äV^hh\ d'V'—bVy 



Nous aurons souvent besoin d'employer la valeur de g, lorsqu'on met l*, /i, y, 
pour la premiere, la deuxieme et la troisleme indeterminee; nous la d^signerons 
par y, de sorte que 

et nous posons enfin 

Cela etant, on aura identiquement: 
en prennant 



(1.) {(i-p')r = (i+y)i^+(v^-^-^)-^-^. 

On peut le demonirer direclement de la maniere suivante. 

Deduisons en premier Heu des formnies (1), les valeurs des trois 

fonctions lineaires ^, ^, -4-; on Irouvera sans peine 

43» 
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_v^^ = 



(1-y) 



dy 



dr 



dx 



(H/)l+2(r|:-z^0-4^^^^' 



dpi 



(3.) 



df 



df 



(Hr)it-^2(z^-x^)-4,ujn, 



dl 

dr_ 

dfji 



et noas allons en conclure Tideatite 

Multipliant a cel effet, membre ä membre, ies deux premieres equalions de (1) 
et (2), noas disposerons de la maniere saivante, Ies divers termes du prodoit 



dl dX 



.77, 



, df 

et noas concevroos quon ait opere de mdme pour Ies prodnits (1 — /Tyj> 

Or ea ajoulant membre ä membre Ies equations ainsi formees, on va 
voir se presenter diverses sommes partielles de termes dont Tevalaation est 
tres faciie. Considerons d^abord le premier terme mis en evidence dans 

{i — yfx^, savoir 2{1'\- y) X(Y -r^ — Z-^j: ses analogues dans Ies va- 
leurs de (i-rf-y^ ei (l-yf^g, seronl 2(l+y). r(Z^- JT^) 

et 2(1 -f y)Z^A^-^ — F-^), et leur somme que nous designerons par le 

signe JS mis devant le premier terme, s^exprime evidemment par un deter- 
minant a trois colonnes, de sorte qu'on a 



^2(Hy).A:.(F^-Z^) = 2{Hr) 



x,x, 

Y,Y, 



df 



dX 
df 



dr 



z.z,i 



0, 
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puisque deux colonnes du determinant sont identiques. Or on trouvera de mdrae: 



(Hy);^d-v^) = (i+y) 



dÄ' dX' 
dY'TT'f^ 



dZ' dZ' 



0, 



sAxnj(ji-^^v 



df Jl\ 

dY ' 



4nj 



i, i, 



dX 



df 
^'^' dZ 



0, 



^^4(^Ä-^^) = ^ 



dy 
dl' 


dr 

dl' 


X 


dy 
df.' 


dy 
dfi* 


Y 


dy 
dv' 


dy 
dv' 


Z 



a 



Maintenant il est a evalaer cinq autres sommes partielles, dont aocune ne 
s^övanoait plas. On a d^abord 

Pour calculer ensuite -^^f/x-^ — v-j^)(F~^— Zj^), on employera une 

formule elementaire de la tbeorie des determinants qui exprime une somme 
de prodaits de determinants a denx colonnes par nn determinant qui est lui 
möme a deux colonnes. En ayant aussi egard a la relation suivante qui e$t 
facile de demontrer: 

H dJC^dfA dY^dy dZ ^^^^^TH'^r^^)^ 



OD trouvera: 



^«(''^-#)(J'^-2sO = 8^/r-8,(x^+ r^+z^); 



enfin il viendra immediatement: 
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SAl^-jm = Sy.JlP, 

et en ajoalant et reduisant, on obtiendra finalement, comme noiis Tavons annonci: 
(l~-y)^(-X'^-^-p ^^v'f ^5^)^ de sorle qu'on a identiqaemenl : 

Nous allons maintenanl donner quelques consequences de ces formules 
que nous venons de demonlrer, pour la transformatioQ en eile mäme d^une 
forme ternaire. 

IL 
La premiere de ces consequences est le theoreme exprime par Tegalite 

et que nous avons precedemment fait connaftre. Nous y joindrons la remarque 
suivante. 

Selon que la Substitution par laquelle f se cbange en eile möme, est 
au döterminant -f- 1 ou — 1 , il existe une fonction lineaire, que la möme 
Substitution reproduit identiqueinent, et reproduit cbangee de signe. 

IIL 
En mettant en evidence les indeterminees X, Y, Z, dans les for- 
mules (1), de Sorte qn^elles deviennent: 

X = aX\a'Y\a''X, 
y = hX\VY\V'X, 

les racines de Tequation du troisieroe degrö que Ton forme en egalant ä sero 
le determinant du Systeme 



seront : 





a — t, a', d' 






b, b'-t, b" 






c, c\ c"— t 


9 


1, 




i — Vr 



Ainsi on voit que cette equation est rectproque; comme noos Pavons döja dit. 
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IV. 

En formant Texpressioii ^"f i(^^ "" A*3^y^ on troiivera qu'elle re- 

produit une expression de mdme nature en X, Y, Z, mais ou les signes 
de ^ ei 1^5 sont changes, de sorte qu'on obtient: 

et on trouvera de möioe: 

Ces formales roontrent, qa'en designant par iS la sabstilution (1), S'^ 
se deduira immediatemenl de S, en y changeant l, /i, y, de signe. 

V. 

Faisons saivre jS d'nne noavelle Substitution S', ou i'on aurait mis 
a, /jl', v\ au lieu de A^ ^^ v. La Substitution compos^e jS.jS' changeant f 
en eile möme, sera necessairement comprise dans la möme forme analytique 
que iS et S\ et devra se deduire des formules (1), en mettant au lieu de 
i, |A, V, des quantites ?, SW, 9^1, fonctions de A, ^, v, et de A', ti\ y'. Or 
voici Pexpression de ces quantites. 

Posons : 

m = vi! — l.v\ 
n = A,u' — fi}!y 



2V= y/-f 6m+a"n= ^ 



rfm' 



et 



K^'f+'^'l+'l). 



on aura 
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<m _ M + ^'+M 
_ v+V + iV 

^^ ~~ i+r 

Ainsi, les fonclions lineaires que les sabstitalions «S et 8', changent en elles 
iDömes, etant Ix •\- fiy •\- vz el X'x-\-fi'y-\-v'z^ la fonction Hneaire que repro- 
dait la subsUlution composee S, S*, sera ix-\-3!Hy-\-fflz, ou, eo omettant le 

Facteur numerique TTr' 

(U -f fiy -f- vz) i-a'x^ fi'y -]- ,/«) -f (Lar -}- ilfy -f • Nz), 
C'est ce qu'on peut, comme on va voir, etablir directement. 

D*apres le tbeoreme (V.) definissons la Substitution S, par les equntious 

(3-) {r+l(*£--^)=»'-i(*^— Ä). 

et la Substitution jS' par les relations analogues 

de Sorte que S.Ä' s^obtienne en eliminant X, Y, Z, en exprimant x, y, z, 
en t7, F, IF. 

Posons ensui(e^ pour abreger: 

(p = L^+üfy-+i\2r, v^ = LX^iHY^NZ, * = LlT^MF+iVIF, 
nous obtiendrons immediatement la relalion 

n''\-(p = cd' — xfj, 
en ajoutanl les equations (3), respectivemenl multipliees la premiere par V, 
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la seconde par fi' et la Iroisieme par v^. Si Ton opere de rnöme sur ies 
equations (4) avec X, fi, y, il viendra 

Or on a a la fois 

n = Gf, 

G>' = n'; 
on en conclut la relation proposee, savoir: 

VI. 

La sabstitution composce jS.iS' peut dtre definie par trois relations 
lineaires enlre n^ n\ q> et TI, n\ 4». Posons a cet effet: 

/ = ^ (A', /.', v') 
et 

(l_y)^4.2(l + /\^7i = y, (l-/)/7+2(1 + r)/7' = -(?, 
2(^+^' + 9>) = r, 3(774-/7'-}.*) == — Ä, 

on aora Ies equations suivanles: 

P = (?-Ä, 
9 = P-Ä, 
r = — Ä. 

Nous remarquerons encore le resultat de la Substitution des variables 
^i ^^ H>> 8UX variables x, y, z, dans la forme ternaire proposee. En posant 
en premier Heu: 

XX'\- .Wy-|- VZ = 71, 

l^x-\^u'y-\-i/z = n\ 
Lx'\-My'\'Nz = y, 
on a identiquement : 

nx,y,z).f(J,rn,n) = tp'-yn' + Zrnn' -yn'^. 

On trouvera encore: 

ff{x,y,z) = ^/(/,ii»,ii).r+yr+2r?i? + yV. 

en employant la Substitution traosposee 

r = ai+A+^S> 
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D'ailleurs la forme (^' ^^^ '^^^\'^' ""^^ est radjoinle de (^q'~J'^j)' 

VII. 

Les propositions precedentes peuvent dtre presentees sous on aulre 
poini de vue, comme se rattachant a la theorie de la composition des formes. 
Elles noas semblent offrir en effet, les premiers exemples de Textension de la 
theorie donnee par Mr. Gauss pour les formes binaires, aux formes qnadra- 
tiques d'un plas grand nombre d'indeterminees. Concevons qu^au lieu des 
formales (1), on prenne les suivantes oü Ton a sapprime le denominatenr, 
et introduil une nouvelle indeterminee ^, de sorte qu*elles deviennent homogenes 
relativement a l, fi, v, q, savoir: 



on aura 



fix, y, z) = fiX, Y, Z) (^^ -g{i., (x, v)y. 

Ainsi toDte forme ternaire est composde d'elle möme et du carre de la forme 
qaaleroaire q"^ — g{X,^,v). Nous joindrons ä ce theoreme les resttltats soi- 
yants, qui dependenl des mdmes principes. Faisons poar abreger: 

§ = ftZ—vY, 
j? = vX — XZi, 
C == :i Y-fi,X, 

la Substitution 

donnera identiquement: 

g{x,y, z) = sH^, Y,Z)iQ'-g{l,,u,v)y. 
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Soit encore 



Eo posant 



" ~ dX'^^ dY^ dZ' 






OD anra 



Ce dernier resuliat, consequence immediate do precedent, offre sous 
ttne forme analytique nouvelie les expressions generales des subslitations sem- 
blables pour les formes ternaires; on les deduira sans peine d^ailleurs des 
formales (1). Enfin on trouvera: 

en employant la substitation 

VIII. 

VkXxkAe des formes quaternaires de determinant carre, qai viennent se 

pr^enter dans les theoremes precedents, savoir: Q^—g{}',ti,y) et Jq'^—f{X,fji,,v\ 

cdndaira a d'importantes notions arithmetiques. Dans un antra travail nons 

eaaayerons d'approfondir la natura de ces formes qni nons paraissent devoir 

offrir ane nouvelie application de Tidee ingeniense des nombres ideaux de 

Hr. Kummer. Elles donnent lieu effeciivemenl anx theoremes de composiiion 

qae nous allons enoncer, et dont on trouvera sans peine la demonstration par 

ee qai precede. 

44* 



334 t9. Hermite, $ur la iMorie des formet quadratiques. 

Posons : 

oä L, M, N, r, ont la signification donnee (§, V). On aura identiqoemenl : 
En second liea faisons: 



on aura 

Ces deux tbeoremes comprennent comme cas particuliers, ceox i*Euier 
el de Lagrangcy sur le produit de deux sommes de quatre carres, on de deux 
fonctions de la forme: ai^ -{- ay^ -\' bz^ -{- abw . 

IX. 

Nous avons deja dit qu'en designant par jS et S', deux substituiions 
semblables quelconques. on ne pouvait avoir la relation 

qu^en supposant jS^ et 8* exprimables par les puissances d'une mdme Sub- 
stitution. C'est ce qu^on peut etablir de la maniere suivante. 

D'apres le theoreme du (§. VI), si Ton designe par l, /li, y; l\ y!, v\ 
les quantitös qui dSterminent les substitutions jS et S\ et par S, W, 91, celles 
qui determinent la Substitution composee 8, 8\ on aura 

31 = J±^±jV. 
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Cela etant, si Ton permute simullanemenl X et X', /u et fi', v et v', de maniere 
ä obtenir les quanlites analogues ä $^, iD{, 91, par la Substitution 'S^', S, on 
trouvera immediatement quo ces quantites ne different des precedentes que par 
les signes de h, M, N. La condition S.S' = S' .S entraine donc les rela- 
lions X^ = 0, ilf=0, A^=0, et par suite celles-ci: /=0, f/i=^0, n = 0, 
puisqne le determinant relatif aux trois fonctions lin^aires L, Mj N, est essen- 
tiellement different de zero. Or les valeurs de l, m, n, fönt voir que l, /i, v 
sont atissi respectivement proportionnelles a }!, u*, y': la proposition annoncee 
revient donc^ a «ellc-ci: Toutes les substitutions semblables oü l, fi, v, sont 
proportionn<els ä trdis nombres constants, se reduisent aux puissances d^une 
seule Substitution. Pour le faire voir, observons en premier lieu que ces 
quantites l, fi, v, ont necessairement des valeurs rationnelles, si la Substitution 
est ä coefficienls entiers. Nous pouvons donc supposer en general: 

l z=z ka, jii = k(i, V = ky, 

k, fi, V, etant trois entiers constants sans diviseurs communs, et k un facteur 
rationnel arbitrairc. Cela pose, prennons six autres nombres a', [f, y^ ; 

a ß 
^'*9 ß'\ /'/ de teile Sorte que le determinant du Systeme 



a! (f y' 
a" (¥' f 



soit 



l'unite, en faisant 

ax\ ßy\ y« = ti, 

la forme ternaire proposee f{x, y, z) se changera en une forme equivalente 
que nous dcsignerons par F{u,v,w)^ et dont les substitutions semblables 
se deduiront immediatement de Celles de la proposee. D^signons en effet 
specialement par S, les transformations semblables de f, oii a, ß, y, sont 
supposes constants, k etant seul variable, les transformations semblables cor- 
respondantes de F seront donnees par la formule symbolique 



-1 
> 



oü 2 est la Substitution empldyee ci-dessus, entre les variables x, y, z ei 
u, V, w. Or il suffira de prouver que JSSJS'^ est de la forme T"; car de 
r^quation 

on tirefa, comme on le voit, bien facilement: 
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Or comme nous Tavons retnarqoe dans notre premier articie, les trans- 
formations semblables de F{u, v, w) , donnees par la formale 2SS~^, sont 
caracterisees en ce que la fonclion lineaire que ces transformations repro- 
duisent, est sinsplement la variable u. Appliquant donc cette forme ti' aux 
formales generales (1), nous y devrons faire fi et v nnis, pour en d^duire 
Texpression particuHere des transformations 2SJS~K On trouvera ainsi, en 

supposant F(u,v,w) — iß g> ßnj «^ radjointe =( ^ ^, ^,r]' 

t> = riiix^-^ ' 

^ ~ 1 — «r ' 

et c'est lä le type des substitotions qae nons devons ramener a la forme T". 
Observons a cet effet qn'en y supposant nulles les variables u et ü , eile 
doivent fournir les substitutions semblables de la forme binaire 

Cela nous condoit ä faire 

1+aA* 




1— «A» ~P' 

p e\ q devant ölre entiers et verifiant l'equation 

;»*-ay* = 1. 
Or il vient ainsi: 

u = U, 

r = (p-Bq)V-A"qfr-(B'q-\-^Jl^)ü, 

w = A'qV-\-(pi-Bq)fV+(B"q-SP:^)Uf 



d'oü Ton tire 



nw — &u -f (B"u -^ A'v + Bw) |/a 

= (p + qyn){mV-S5'ü-\-iB"U-i A'V-\-BW)^^\ 
et 

a«? — SÖ'u— (B"u + A'p + Bw) |/a 
= (p-qy%){nfV-^'U-{B"ü-\-A'V-\.BfV)y%]. 
Mais on sait qu'on peut faire 
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les entiers P ei Q etanl les moindres nombres qui vörifieni la condition 
F^— 9(^^ = 1. La Substitution consideree etant donc definie par les equations 

u = U, 

^w — S'ti -f (B"u + Av + Bw) |/a 

ii est Evident qu^elle resalte de la Substitution particuiiere pour laqoelle n=1, 
prise n fois successiyement« 

X. 

L^expression generale des transformations semblables donnee au (§. I), 
peut 6tre presentee sous une forme analytique bien differente, en cherchant 
a mettre en dvidence les fonclions qui se reproduisent ä un facteur constant 
pres; comme nous venons d^dtre conduit a le faire. On y parvient aisement 
de la maniere suivante. Designons par X', fi', i/, trois quanlites entierement 
arbitraires^ et employons les mömes notalipns qu'au (§. V), pour designer 
des expressions analytiques de möme forme, savoir: 

71= Xx'\- fiy'\'VZ, ZT = kX'\- /iY'\-vZ, 

<p = Lx+My^Nz, * = LX-filf F+AZ/ 

nous trouverons d^abord, en ajoutant les equations (1), apres les avoir respecti- 
yement multipli^es par k', /i', i/: 

(1 — y)7i' = (t-f y)i7'— 2* — 2r77. 
En second lieu nous d^duirons des equations (2), les suivantes: 

Pois, en les ajoutant, apres les avoir multipliees, la premiere par i/, la seconde 
par fi', la troisieme par v^, il viendra: 

(l_y)y = (1+y)* — 2y/7' + 2i77. 
Ainsi, Tintroduction des quantites arbitraires X\ /j!, v' nous conduit a cette 
transformation remarquable des equations (1), savoir: 
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(t-.j.)y = 2/77- 2/77' ^(l+y)*; 

et nous en conclurons en dernier lieu, les relations suivantcs auxquelles nous 
voulioos parvenir, et qa^on vSrifiera facilement: 

n — n, 

y7t!-rn—(pyy = liA(yn'— rn—<pyy). 

li est digne de remarque, que les coefficients de la forme teruaire, les 
quantites k, (jl, v, qui definissent la sabslilulion par laquelle cette forme se 
chauge en eile möme, et enfin les quantites entierement arbitraires X\ [jl*, v^ 
ne figurent plus dans les coefficients de ces nouvelles relations que par les 
deux constantes / et 7^. 

XL 

Les theoremes de composilions relalifs aux formes quaternaires 

(f^ — 9 {h /^j r) et Jq^ — f{X, u, v\ 
donnes au (§. VIII), ont ete deduits des expressions generales pour les Irans- 
formations semblables des formes ternaires. Reciproquement, on peut obtenir 
ces expressions gönerales comme consequence des tbeoremes du (§. VIII) par 
la methode suivante. 

Considerons le produil des trois facteurs 

dQ^-ffi?., u, V)) (p'^ -^ (X', ^', y')) Qq"' -ir (i", ,< v"y) , 

mis sous la forme 

Pour obtenir les valeurs de $^, 3)?, 9?, 91, nous poserons 

, m = v' A"— X'y", ni = i/'A — A'V, w" = vi:— X$/, 
n = X\u"—,u'X", n' = ;/>-^% n"= X/ti'—fiX', 

L^,^, L'^i^. L-^,%. 

«-i£- «■=*£' ^'=iS. 



<y = 



k, i.', l" 
V, v', v" 
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oü Ton a mis poup abreger, f, f, f; y, /, /' poor /"(/, w, »), f(f, m', »'), 
f{.r',m",n")\ y(i,At,y), ^(A',/,»^), ^(A",A*",0. Cela ätant, on aara les 
expressions snivanles: 

« = ((»pT'-f <>v'A+9"pi')+(ef'-(»'^'+(»"i^")+(A^-A'-r'+rr'), 

g» = (ppy'+py>+(»"9^')+(?^-<»'^'+p"Ä")+(A*^-/i^+it*"r'), 

Maintenant faisons 

A" = -A, 

v" = — y, 

C" = 9; 
on aara 

et le determinant <f s'eTanooissant , la valeor de 91 deviendra 

L^öquation 

aP-yCe,!«»,?«) = (p'-y(^,/*,»'))(9'--y(^',A*',V))(f"'-y(A",ii*",0) 
se rednisant donc ä la soivante: 

donnera 

;^ (t, a», 91) = y (A', /*', v) ((»' ^s {K fi, y)y. 

et Ton en coodnra: 

D'aiUeurs on obtient poor S, 9)t, 91 « les expressions saivantes: 

2» = ((»*-j-yy-i-2(>ilf— 2ittr, 
91 = {(f'-\-Y)v'-\-2f}N—2vr; 
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de Sorte que Ton retrouve ainsi Tan des ihöoremes donnes ao (§. VII). Mais 
il y a une autre conseqoence ä dedaire des considerations precedentes. 

Noromons respeclivemeot 8, S\ S'^, les traDsformalions semblables 
de la forme ternaire f, qui sont defioies par les quanliles — , —, — ; 

7"^ d*^ T'* d^^ ^^ ö^^ qoantites analognes par lesquelles sera determinee 

la Substitution composee SS'S", seront evidemment ^9 -^9 ^* Or Thypolhese 
admise precedemment, savoir: 

revient a supposer la Substitution S'' Tinverse de la Substitution S^ (voyes §• IV) : 
donc toote Substitution teile que 

X' u' y 

se tire de 8', en y rempla^ant -p, -^, -p par trois fonctions lineaires de 

ces quantitös qui donnent precisement une transformation en elle-möme de la 
forme adjointe. 



Seconde pfirtle« 

Nous venons de resumer tout ce que nous avons pu jusqu'ä present 
tirer de Tötude algebrique des formules generales de Substitution par lesquelles 
une forme ternaire quelconque^e change en elle*möme. Si nous nous sommes 
un peu etendus sur ces considerations, c^est dans Tespoir de les Her un joar 
par de nouvelles recherches a Ti^t^de arithmetique des substitutions semblables, 
que nous avons entreprises sous un point de vne si different; en le faisant 
d^pendre de la reduction continnelle d^une forme ternaire definie a paramötres 
variables. Afin qu'on puisse mieux saisir ce quMl y a de general dans ce 
point de vue, nous reunirons iei les deux questions de Pequivalence des formes 
decomposables en facteurs lineaires, et de i^equivalence des formes quadratiques 
indefinies, traitees par ie mdme principe arithmötique. Dans d'autres memoires 
nous donnerons les demonstrations des thöoremes que nous allons enoncer; 
desirant surtout en ce moment, appeler Pattention du lecteur, sur Tidentite de 
la methode appliquee ä des genres de formes d*une nature si differente. 
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I. 
Deux formes sont dites equivalentes, lorsqa'on peut obtenir Tone d'elles 
en faisant dans rantre une sabstitution lineaire et homogene, ä coefficients 
entiers et au determinant un. C'est en cela dn moins qae consiste fequivalence 
arithmetique. En adroettant des qaantiies qnelconqaes poar les coefficients de 
la Substitution, on aura la nötion de ce qu'on peut appeler Fequwalence al- 
(febrique. Dans le cas des formes quadratiques a un nombre quelconque n 
dindeterminees, et des formes du n^ degre, decomposable en n facteurs lineaires, 
un seul et möme fait analytique tres simple deroule de cetie notion. Ces 
formes en effet, sont toujours algebriquement equivalentes ; les premieres 

comme röductibles a une somme de n carres ^u-f ^i~l h^n-D '^s secondes 

comme reductibles a un produit -de n variables Xo, ^i, ^29 ••* ^n-i* Do la 
risnite pour ces deux genres de formes, Texistence d'un seul invariant, c. a d. 
d*nne seule fonction des coefficients, qui la reproduit dans une transformee 
obtenue par une Substitution algebrique, multipliee par une puissance donnee 
da determinant de celte Substitution. S'il s'agit d'une forme quadratique a n 
indeterminees /*(^u9^n ••• ^n^i\ ^^^^ definirons cet invariant comme le deter- 
minant du Systeme lineaire 

Pour une forme decomposable en facteurs lineaires 
ou Ton snppose 

neos le difinirons comme le carre du determinant relatif aux fonctions 

Uu , tti , Ha , • • • Hii— 1 • 

Dans ces deux cas, Tinvariant que nous designerons par ^^ se repro- 
dnira dans toute transformee, multiplie par le carre du determinant de la sub- 
atiUition. 

IL 

On peut particulariser la nature de requivalence algebrique de deux 
formes^ en exigeant que les coefficients de la Substitution soient des qaantites 
reelles. Sous ce point de vue^ les formes dont nous nous occupons, n'offrent 
plus une seule espece chacune, et en snpposant leurs coefficients des quantites 
reelles, on a les propositions suivantes. 

45» 
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V. 

Los formes da n' degre, dScomposables en n facteors lineaires, sont 
r^dacUbles par des substitutions alg^briqaes reelles, a ^(n-fl) ou i(n-{-2) 
types distincts; suivant que n est impmr on pmr. Vwn de ces types est 
encore le produit x^yXi...x^_i des variables, et les autres s^obtiendront 
en groupant deox k deux les indetermiDees, et rempla^ant snccessivement le 
prodoit des indöterminees d*an mdme groupe, par la somme de lenrs carrös. 
Neos les nommerons en göneral types factorieb, et le nombre des facteurs 
d'an type, qui seront formSs d'one somme de deox carrds, sera Cinäice de 
oe type. 

3^ 

Les formes qaadratiqnes k n ind^terminöes sont rödnctibles par des substi* 
tutions reelles a n-fl types distincts, dont Tun est la somme xcg-f ^i-{~***4'^"-i 
des indeterminees, les aotres s'en dedoisant en faisant pr^cdder du signe moins 
le carre de Pune de deux etc. oa de toutes les indeterminees. Nons nommerons 
indice d^un type qnadratiqae, le nombre des carrSs qai sont ainsi pröcedes 
da signe moins. 

La proposilion relative a reqaivalence reelle des formes döcomposables 
en factears , revient ä la notion elementaire des racines reelles oa imaginaires 
des eqnations algebriques; celle qui concerne les formes qaadratiqoes , a la 
distinction geomelriqae des diverses coorbes oa surfaces da second degre, 
dans les cas de trois ou quatre indeterminees. 

IIL 

Les considörations prdcedentes impliqnent ce thioreme, que deux types 
differents ne peuvent ötre identifiös par aucune Substitution reelle; elles con- 
duisent aussi ä la recherche des conditions qui doivent dtre remplies par une 
forme, pour qu'elle seit r^ductible a un type donne. Pour les formes quadra- 
tiques, Mr. XJauchjf a donne l'expression suivante de ces conditions. Seit 
f{Xo^Xi^...x„^i) la forme propos^e, J, Tinvariant de la forme a t indöter- 
roinees qu^on obtient en faisant 

le nombre des termes nögatifs de la saite 

sera immödiatement Tindice da type anquel appartient la forme proposte. Le 
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premier terme Ji est le coef&cient de xl^ et il faut retnarqoer que si Tone 
des quantites J, Ji, p. ex» vient a s'evanooir, on devra considerer les denx 

termes —j^ et ^-^^ comme donnant, Tun un signe plus et Tautre an sigoe 

moins. Remarquons qn^en appliquant la möme regle a nne transformee de f, 
les quantites Ji^ J^^ etc. changent tontes en gänöral, mais de maniere qae 
le nombre des termes positifs et negatifs de la nouvelle soite seit exacte- 
ment le nombre des termes positifs et negatifs de Tancienne. 

IV. 

Un premier point de contact entre la thöorie des formes döcomposables 
en facleurS) et la theorie des formes quadratiqaes, consiste en ce qae la con- 
naissance des caracteres propres aux divers types qoadratiqoes, qae foumit 
si simplement la methode de Mr. Cauchy, soffit poor arriver a la distinction 
do^ types factoriels. Seit en effet 

F = ifü ^'i • • • t^i.-i 

la forme proposee, Uj dösignant la möme chose qa*aa ($. I), il est aisö de 
Toir qoe les coef&cients de la forme qaadratiqae 

* = (?)'+(?)'+(?)■+ •••+(S)' 

s^exprimeront rationnellement par ceux de F. Or le type factoriel de F, et 
le type quadratique de q>, ont precisSment mSme indice. Alors, si Tan des 
deax determine Pautre, j'ajooterai la remarqae suivante. Seit co one fonction 

rationnelle quelconqae des quantites — , — ,...—, et faisons 
quel que seit Tindeterminee z, les coef&cients de la forme 

r = -^c^y+-^(^y-f-— (^y + - +—— c^y 

8*exprimeront encore rationnellement par ceux de F, ou Tindice du type qua- 
dratique auquel appartient cette nouvelle forme, sera Tindice du type factoriel 
de F, augmente du nombre des quantites (o qui sont sup6rieurs ä z. Ainsi 
le nombre des quantites co qui sont comprises entre deux limites 2;,, et Zi^ 
sera dötermine par la difference entre Tindice du type quadratique de f pour 
z=^Zo et rindice du type quadratique de la möme forme pour z = Zi. 
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V. 

Arrivons maintenant a la question de requivalence arilbmetiqoe de ienx 
formes decomposables en facteurs, et des traosformations semblables de ces 
formes. Cette recherche, que nous allons rapprocher de ceile qui est relative 
aux formes quadratiques indefinies^ repose sur les principes suivants. 

DesignoDS par Vloi^u, le carre da roodule d'un facteur lineaire quel- 
cenqae dejP^ c. a d. le carre de ce factear, s'il est reel; ou le produit qo^oii 
obtient en le maltipliant par le facteur conjugue, s'il est imaginaire. Nous 
considerons en m^me temps avec F, la forme quadratiqne definie 

ip = ;i,^,Mod'tio+>tJMod'iii + A?Mod^fi2+--+ALi Modell,.!, 

DU les quantites X sont des indeterminees reelles quelconques auxqnelles nons 
donnerons le nom iargumenU y et nous aurons les proposilions qui suivent. 

\\ 
Concevant qu^on caicule tontes les substitotions propres a redoire if, 
pour toutes les vaieurs des arguments, et qu'on fasse chacune de ces substi- 
tutions dans jP; on obtiendra ainsi une infinite de Iransformees dont nous 
designerons Tensemble par le Symbole (F). Cela etant^ si Ton opere de 
möme sur une autre forme V\ et que V et V* soient arithmetiquement äqui- 
valentes, (jP) et {F*) seront idenfiques. L'operation de reduction est faite ici 
dans le sens que je lui ai donnee dans la troisieme de mes lettres a VL.Jacobi 
sur la theorie des nombres. 

En supposant enliers les coefficients de F, ceux des formes contenues 
dans {F) le seront pareillemenl, et auront des limites delerminies par une 
seule fooction des coefficients de F, a savoir Pinvariant J. 

3^ 

Si Ton designe par ^^ Pune des formes de {F)^ il n'y aura ancune 
transformation semblable de $, qui ne seit donnee par le calcul arithmitique 
do ($}, tel que nous Tavons definie 

4^ 

Toutes les formes F, a coefficients entiers et de mdme invariant J, 
sont reductibles a un nombre fini de classes distinctes. Une application de 
cette derniere consequence, que nous allons indiquer en peu de mots, conduit 
i une notion importante sur les racines des equations a coefficients entiers. 



19. Utrmitej $ur la iheorie des forme$ quadratlquei. 335 

Soit 

one equation a coefficients enliers de degre n. Representons par /!, cette 
fonclion entiere des coefficieots ol, ß, etc. a iaquelle les geometres anglais 
ont donnie le nom de discrimhianl^ et qu'on peul definir ainsi: 

le second merobre renfermant le produit des carres des differences des racines 
prises deox a deux. Si Poo pose 

et qu'on considere la forme 

les coefficieots de cette forme seront tous entiers; et d^apres la definition que 
nous avons donnee, son invariant reproduira pricisement le discriminant J. 
Observant donc que deox eqoations diffirentes, donnant Heu a des formes F 
arithmetiqoemeot äquivalentes, soot redoctibles Tone a Tantre, par uoe Substi- 
tution rationnelle« on arrivera a ce tbeoreme: 

Les equationa nutnSriqttes, en nombre infini, pour lesgttelles U discri'- 
nUnant a une mime vateur, ne contiennent quSin nombre essentielle^ 
tnent limile dirrationnalites distinctes. 

VI. 

Considdrons actoellement une forme qoadratiqoe quelcooque indefinie, 
et a n iodetermioöes. Cette forme appartieodra a oo type dModice i, different 
de zero, de sorte qu'on pourra trouver d^une infinite de manieres, n fooctions 
lineaires reelles, f#u, tfi, ... t'n-D telles qu^on ait: 

F = — ii3— til «Li + «'H «i+i H h^^Li. 

SupposoDs d^abord codoq, on seole Systeme de pareilles fonclions: tous 
les autres s'obtiendront en posant 

— tl?,— Ul .. tl?.| + «/ + tlj^i -] [-11^1 

et en determinant Texpression la plus generale des quantites U, par les quan- 
tites n« Cela revient a la recbercbe algebrique des substilutions semblables du 
type quadratique d'indice i\ Or ia melhode donnee dans mon premier arlicle 
sor les formes ternaires, s'applique ä des formes d'nn nombr^ quelconque 
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d'indeterminees, el conduira a exprimer rationnellement cette sobstitation aa 
moyen de ^n(fi— 1) quantites arbitraires *). Noos leur donnerons le Dom iarg^M-^ 
menh, car on va voir qu'elles joaent le mdme röle qae les quantites l, da ($• V). 

En effet, nous considerons en roöme temps qae la forme indefinie pro- 
posee F, la forme definie 

et nous aurons les propositions suivantes: 

1^ 
Concevant qu'on calcule toutes les substitutions propres ä redaire f, 
pour toutes les valeurs des arguments, et qu'on fasse chacune de ces substi- 
tutions dans F, on obtiendra ainsi une infinite des transformees dont nous 
designerons Tensemble par le Symbole (F). Cela fait, si deux formes F et F' 
sont aritbmetiquement equivalentes, (F) et (F') seront identiques. 

2^ 

En supposant entiers les coefficients de F, ceux des formes contenues 
dans (F) le seront pareillement , et auront des limited determinees par une 
seule fonction des coefficients de F, rinvariant J. Un exemple des limitations 
de ces coefficients a 6\e donne dans mon prämier articie, pour le cas des 
formes ternaires. 

3^ 

Si Ton designe par % Tune des formes de (jP), il n'y aura aucune 
transformation do $ en elle-m^me, qui ne soit donnee par le calcul aritbme- 
tique de (§), tel qu'il a ete defini. 

4^ 

Toutes les formes quadraiiques a coefficients entiers, qui appartiennent 
au möme type, et ont möme invariant J, sont reductibles ä un nombre fioi 
de classes dislincles. 

Depuis Tannee 1847 oft je rencontrais les principes de la röduction des 
formes definies, j'ai cherche a plusieurs reprises la demonstration rigoureuse 
de ce dernier theoreme, et je ne suis parvenu qn^apres bien des efforts a 
la tbeorie qu^on vient de voir. II me reste a montrer comment pour les 



*) On pourrait, sans recourrir ä ma tbeorie, d^duire ces expressions de Celles qa*& 
donnees Mr. Cayley, pour le type d'indice zero. Voyez dans ce Journal le beau roömoire 
sur les d^terminants gauches, du savant g^ometre anglais. 
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formes binaircs de determinant positif qui appartiennent en mdme temps aux 
formes quadratiques indefinies et aux formes decomposables en facteurs lineaires, 
on est conduit au möme r6sultnt en appliquant les principes relatifs ä ces 
denx cas. 

Ayant fait 

F= Ax' -J- 2Bxy -j- Cy' = {aa: -f by) [a'x -f Vy) = uu\ 

nous aurons d'abord cette expression par le type quadratique binaire dMndice 
UHj savoir: 

en posant 

u-^u' = 2y, ti — ti' Ä 2v'. 
Soit ensuite: 

U = av-f aV, U' = ßy + ßV, 

et determinons les constantes a, a', ß, ß' de maniere a obtenir identiquement: 

On posera pour cela : 

a'-a^^i, aß-a'ß'=zO, ß^-ß'^=-i, 
d^oü il sera facile de conclure: 

ß^ = a'\ ß" = a\ 
Or la forme definie (p etant 

eile deviendra par ces relations: 

y = (a^-f ß^) v^ -f 2 (aa'^ ßß')vy' -|- (a'^- ß'^) y'' = («' -f a'') (i/^+ y"") + 4aa W. 
Remettant mainlenant au lieu de y et y' leurs valeurs en u et ti'^ il viendra: 

ce qui est precisöment la forme quadratique definie ä laquelle on serait amene 
d^apres le (§. V) , en considerant F comme appartenant aux formes decom- 
posables en facteurs lineaires. (Je reprendrai dans un memoire special la 
distribulion en periodes des formes de determinant positif, pour compieter et 
mellre fin en quelques points a ce que j'en ai döjä dit dans un memoire sur 
Tintroduction des variables continues dans la theorie des nombres.) 
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VII. 

Pour completer ce qui nous reste a dire des priocipes commuDS ä ces 
deux grandes tbeories arilhmetiqaes des formes quadraliques a un nombre 
qaelconqoe d'indeternfiinees, et des formes decomposabies en facteurs tineaires, 
noQs allons exposer comment on doit concevoir Toperation de la reduclioD 
continuelle de Fune en Tautre des formes precedemment design6es par tp. 
Nommons g, g\ %'\ etc., la Serie des formes contenues dans (jP); -F de- 
signatit, seit une forme quadratique, seit une forme a facteurs lineaires, et 
S, S\ S", ... les substitations par lesquelles on les a respectivement tirees 
de F. En effectuant chacune de ces substitutions dans (p, on aura les trans- 
formees correspondanles 4^, 4>', 4^'\ ... qui seront reduites pour certaines 
valeurs de leurs arguments. Or il est tres facile de voir pour Tune et Tautre 
des formes (p, que tonte transformee teile que ^^ peut s^obtenir directeroent 
par %^ d'apres le mode möme de formation de 9 au moyen de F. Hainte- 
nant, pour arriver a saisir Tenchainement de ces Operations aritboietiques de 
reduction conlinuelies, lorsque les arguments prennent toules les valeurs pos- 
sibles, nous observerons qu'au lieu d^operer toujours sur cette m£me forme ip, 
pour en deduire successivemeut ^, ^\ ^", etc. on peut concevoir Tune quel- 
conque de ces formes, obtenue au moyen d*une autre precSdeuiment r^duite, 
en y introduisanl les valeurs des arguments pour lesquelles eile a cess^ de 
Tötre^ et lui appliquant alors la metbode generale de reduction. 

Or ici est Torigine d'une notion importante, que nous allons präsenter 
d^abord, dans le cas particulier de deux arguments variables. Imaginons que 
ces deux arguments soient les coordennees d^un point rapporte sur un plan 
ä deux axes fixes, de sorte qu^a tout point de ce plan corresponde une forme tp 
entierement determin^e. Independamment de toute connaissance sur la nature 
analytique des conditions que doivent remplir les coefficients d'une forme 
r^duite, on peut concevoir Texistence d*une courbe separant les points du 
plan auxquels correspond une forme 0^ toujours reduite, de ceux auxquels cor- 
respond une forme qui ne Test plus. Cela pose, soient a une distance infini- 
ment voisine de cette courbe, J£', 2", JS'", etc. les diverses substitutions qu^il 
faudra successivemeut employer pour reduire de neuveau 4^, nous nommerona 
reduites a^acentes a ^, les transformees ^V ^'^ ^'^> ^Ic qu^on obtiendra 
en faisant ces substitutions dans ^. Et si Ton appelle $> la forme de (JF) 
ä laquelle ^ correspond, nous donnerons le nom de formes contiffues a $, 
aux transformees %\ $'', %"\ etc., qui en resultent par les sabstituUoos 
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S', 2", 2"\ etc. Dans le cas general, considerons Pensemble des valeurs 
des arguments pour lesqoeiles une forme ^ est reduite, ces valeors etanl 
telles, qiie cette forme cesse de Tdtre lorsqu'elles subissent une Variation in- 
finiment petite. Nommons encore, ^^ JS", etc. la totatile des substitutions 
propres a reduire ^ de noQveau, dans cette Hypothese d'un changement in- 
finiment petit dans les argaments: les reduites adjacentes, seront les trans- 
formees 4^', 4>'\ etc. qui resultent de 4> par les substitutions 2\ 2", elc; et 
en nommant % la forme correspondante de ^ dans (jP), ^^^ contigues seront 
les transformees F\ F*\ etc. qui s^en deduisent par les roömes substitutions. 

Cette notion des reduites adjacentes, conduit a imaginer la disposition 
graphique suivante du caicul arithmetique de la reduetion continuelle de cp. 

Ayant represenle par les designations abregees ^y 4>\ 4»*', etc. la 
Serie indefinie des reduites quadratiques qui correspondent chacune a une forme 
de {F\ nous concevrons qu^on fasse avec toutes ces formes, un tableau, dans 
lequel chacune d^elles sera immediatement environnee de toutes Celles qui lui 
sont adjacentes« et auxquelles on la joindra par autant de traits. De la sorte 
tonte forme se trouvera reunie par deux traits a une autre 0^* car ^ 
ayant pour adjacente <P\ reciproquement ^' aura pour adjacente ^. Main-« 
tenant si Ton place sur cbaque double trait, une designation abregee de la 
Substitution par laquelle Tune des deux formes depend de son adjacente, od 
aura la reunion de touts les elements du caicul arithmetique dont nous avons 
essaye de donner une Image claire et sensible. 

On pourra encore dans le tableau ainsi obtenu, remplacer cbaque re- 
duite quadratique ^j par la forme % qui lui correspond dans {F)\ en con- 
servant d'ailleurs toutes les indications de substitutions. De lä resultera une 
disposition par groupes de formes contigues, dont on va yoir Pusage dans la 
demonstration du theoreme suivant. 

VIII. 
Lorsifue les coefßcienU de la fortne F sont entiers, que cette 
fortne sott quadratique ou decomposable en facleurs lineaires: il 
existe un nombre fini de suhstitufions semblables, telles qu*on peui 
exprimer par les produifs des puissances de ces substitutions, toutes 
les transformalions de cette forme en eile meme. 

Je dis en premier lieu quMI suffit d'elablir ce theoreme pour une forme 
determinie §, de Pensemble {F). Supposons en effet que F se change en g^, 

46* 



340 i^' Hermiie, sur la iheorie des formes quailratiques. 

par la subslitulion 2; en designaot indefioiment par S, les substilutions sem- 
blables de ^: toutcs les substitutions de rnöme nature relativement ä IT^ seroul 
donnces, comme on sail^ par In formule JSSJS"^. Cela pose, admetUons que 
Ä s'exprime par le produit de diverses subsliluüons S\ S'\ S'^', elc. de 
Sorte qu^on ait par exemple 

En posant 

on verifiera de snite la relation 

On voit par lä commeni ä toule expression de la Substitution iS^ par un produit 
d'autres substitutions, correspond une expression toute semblable ponr la Sub- 
stitution T. 

Cela posc, soit ^ la forme quadratique qui correspond a %. Gelte 
forme sera reduite pour certaines valeurs de ses arguments; mais en les 
faisant varier de nouveau, et considerant Tensemble des substitutions qui se 
presentent successivement pour la reduire, nous ayons fait la remarque 
(§. V et §. VI, 3'') qu'il n'y avait aucune transformation de ^ en elle-meme, 
qui ne soit comprise dans cet ensemble de substitutions. En pariant de cette 
proposilion, qui est fondamentale pour ce que nous allons avoir a dire, nous 
raisonnons comme il suit. 

Supposons forme le tableau complel des formes de (jF), dispose par 
groupes de formes contigues, ainsi qu^on Ta explique plus baut. En vertu du 
second theoreme des (§. Y et VI) ce tableau renfermera, repetees une infinite 
de fois cbacunes, un nombre essentiellement limite de formes differentes. 
Ainsi il s^agit de saisir, en general, par quel enchainement de substitutions 
on peut toujours lier deux transformees identiques, occupant dans le tableau 
deux plans distinctes. 

Pour y parvenir, nous concevrons qu'on groupe les formes du tableau^ 
de la maniere suivante. 

Partant d^abord de ^^ nous la joindrons a toutes ses contigues, pour 
en faire un premier groupe [Ä). Ensuite nous regarderons la tolalite des 
formes contigues a {A)^ comme formant, d'une pari, {A) lui memo, et de 
Tautre un second groupe {B). Nous conlinuerons de möme en regardant les 
formes contigues a {A) el (0), comme formant d'une part {A) et (B) et de 
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Tautre un troisietne groupe (C). Enfin^ ayant en general obtenu les groupes 
{A)^ (B)^ (C). ... (K)^ le suivant (L) sera defini, comme reunissant les 
formes qui, sans appartenir aux groupes precedents, leurs sont contigues. 

Cela pose, j^observe que si deux formes egales ä ^, se presentent 
R deux places differentes dans le tableau general, et qu'on les prenne Tune 
et Taulre pour points de depart d^une disposition par groupes, on arrivera 
identiqaement aux mdmes resultats. On se rappeile en effet, que toute forme 
qnadratique <P, se deduit directement de sa correspondante ^^ dans Tensemble 
(F)^ de Sorte que deux transformees egales dans (F)^ ramSnent des formes 
quadratiques, offrant les mdmes fonctions des arguments, et par suite les memes 
Operations de reductions successives. 

Cela elant, considerons le premier groupe dans lequel on retrouve la 
forme ^, qui n ele prise pour point de depart. Antant de fois celle forme 
se trouvera-t-elle reproduite dans un groupe, autant aura-t-on de transfor- 
raations en eile mdme. Nommons iS^ S'^ S", etc. ces substitulions. De ce 
que nous avons dit precedemment, resulte que ce sera toujours Tune de ces 
substilutions quMI faudra employer pour passer de ^, (quel que soil sa place 
dans le tableau), a la möme forme placee dans le groupe le plus voisin. 
Donc de proche en procbe, on voit que la Substitution ä faire ponr passer 
generalement de ^ a la möme forme, placee en tout autre point, resullera 
necessairement de la combinaison successive des substilutions fondamen^ 
tales S, S\ S'\ etc, 

IX. 

n est possible de reduire de moiüe le nombre de ces substitulions 
fondamentales; car on demontre immedialement comme consequence de la 
maniere dont elles on ele obtenues, qu'on y trouve simultanement iS^ et S"^, 
S' et S'"^ etc. Mais c'est seulemenl pour les formes decomposables en facteurs 
lineaires que j^ai pu obtenir Texpression du nombre des substilutions fonda- 
mentales, entierement independantes. II est alors le möme que celui des ar<- 
guments essentieliement distincts dans la forme quadratique (p, c. ad. , comme 
nous Tavons annonce au commencement de ce memoire, la somme du nombre 
des facteurs lineaires reels et du nombre des couples de facteurs hnaginaires 
conjugues. La demonstration de ce theoreme sera pour nous Tobjet d'un 
memoire particulier, dans lequel nous monlrerons comment nos principes 
s'appliquent a Telude des equations algebriques doot les coefficients sont des 
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nombres entiers. Nous terminerons en remarquant que la presence d'un nombre 
illimile d'entiers arbilraires dans les transformations semblables des formes 
ternaires, resalte des considerations precedentes. Car en sapposant, poor fixer 
les idees, deux substilutions fondamentales <S et 8\ Texpression generale des 
transformations semblables serait de la forme 

m, n, p, q, etant des entiers positifs ou negatifs. Or aucune reduction ne saurait 
avoir liea entre les nombres m, n, etc. a cause de rimpossibilite de permuter 
deux substitulions distinctes; comme nous Tavons demontree (§. IX l^partie). 

Paris, Juin 1853. 
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20. 

8ur la theorie des formes quadratiques. 

(Par M. HernUie a Paris.) 



Second memoire. 

\ßn seit avec quelle facilite on a pu etendre aux nötiges complexes 
de la forme a-f 6|/— 1, la piupart des notions arithmetiques fondamentales 
relatives aux nombres entiers reeis. Ainsi des propositions elementalres qui 
se rapportent a la divisibilite^ on est parvenu rapidement jusqu'a ces proprietes 
plus profondes et plus cachees qui reposent sur la consideration des formes 
quadratiques, sans rien changer d^esseotiel aux principes des methodes propres 
aux nombres reels. II est cependant certaines circonstances oü cette extension 
parait exiger des principes nouveaux, et ou Ton se trouve aroene a suivre 
dans plusieurs direclions differentes, Tanalogie entre les deux ordres de con- 
siderations arilbmetiques. Nous nous proposons d^en offrlr ici un exemple, 
auquel nous avons ete conduit en itadiant la reprisentation d^un nombre par 
une somme de qualre carres. Voici d^abord la methode nouvelle que nous 
avons suivle dans cette question. 

I- 

Designons par A, un nombre entier impair oa impairement pair; 
nous commencerons pour etablir la possibilitö de la congruence 

ar'4-/+l=0 Mod.^. 
A cet effet^ soit d^abord A^€ Mod. 4, c repr^sentant -f 1 o^ — !• 
La Progression ariihmetique, ayant pour terme general 

AAz^2BA—i, 

ne contiendra que des nombres ^1 Mod« 4, puisque 

26^—1=26^^1 = 1 Mod.4. 

J'observe ensuite que le premier terme, 2cA—i^ et la raison 4A, sont pre- 
roiers entre eux, car on a identiquement: 

AA.A — (2eA—i){2€A'\-i) = 1. 

Donc, d^apres le theoreme demontre par Mr. Dirichlet, cette progression con- 
tiendra ane infinite de nombres premiers qui seront ^ 1 Mod. 4, et par suite 
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decomposables en deux carre's. On poiirra faire ainsi, ponr une infinite de 

valeurs de z: 

4^^-f 26^ — 1 = x^ + /, 

d^oü Ton conclura: 

a:M y'+l =0 Mod.^. 

Soit en second lieu 

^ = 2 Mod. 4. 

Tool ce qui precede sobsislera relativement ä la nouvelle progression ayant pour 

terine general: 

2Az'{'A—i. 

Ainsi la possibilile de la congruence 

x'-^-f-fi = Mod. 2* 
se tronve etablie, pour tout raodule impair ou double d'un nombre impair. 

IL 

Considerons niaintenant la forme quadratique definie a qualre Inde- 
termin^es : 

f = (Ar -I- ax + ßuf -]- {Ay + an - ßxf + ar^ + h\ 
oü les nombres entiers a et ß satisfont a la condition 

a^4-/?^ + l = Mod. A. 
LMnvariant J de cette forme, sera en valeur absolue A**^ car il s^obtiendra 
en multipliant Pinvariant de 

qui esi funite, par le carre du determinant de la substitulion iineaire 

Ax-\-aZ'\'ßu = X, 
Ar -[au — ßz =: Y, 

z =^ Z, 

ei on trouve bien facilement que ce determinant est ^4^ Cela elant, cherchons 
pour des valeurs enderes des indeterminees, le minimum de celle forme. 
D'apres un theoreme que j'ai donne en general (voyee Oeuvres de Jacobs 

9 4 

2*^ volume, page 223) il sera au dessous de la liniite {^y^^, et par suite, 
d^apres la valeur de J , moindre que 2A. Mais il est aise de reconnaitro 
que les nombres repres entables par f\ sont necessairement ^ Mod.^; donc 
ce minimum ne peut qu'Stre A lui möme, qui se trouvera ainsi decompose 
en une somme de qualre carres. 
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m. 

On pent rapprocher la demonstration precedente des meihodes relatives 
a la repr^senlation des nombres par ies formes quadratiques binaires, en la 
presentant sous le point de vue suivant. La forme 

a ses coefficients entiers, et pour invariant Vunite. Elle est donc equivalente a 

reduite unique qu^on obtient pour Ies formes quaternaires definies dont Pin- 
variant est un. Soit donc 

une transformation de Tune de ces formes dans Pautre : on troavera, en com-' 
parant Ies coefficients de a^ et y^, Ies represenlations suivantes du nombre A, 
par une somme de quatre carres: 

Pour decomposer en deux carres, un nombre A, relalivement auquel —1 est 
residu quadratique, il fandrait de m£me considerer la forme 

Ax' + 2axy-\-^y\ 

oü Ton suppose 

a^+1 =0 Mod J, 

et la Substitution qui la He a sa röduite X^-f- 1^. Mais Ies cfonsiderations 
suivantes ratlacberont a un ordre d'idöes plus generales, Tanalyse que nons 
indiquons entre ces deux questions. 

IV. 

Representons par v et w, Ies variables imaginaireB x-f y|/--1, 
ar-j-tiy'— 1, et f)ar t?« et w^^ leurs conjuguieM x — yy— 1, «— iij/— 1. 

Soit de möme 

F = X+ F|/-l, W = Z-yVi-U 

on pourra distinguer dans Tensemble des substitutions reelles entre Ies deax 

Grelle*! Journal f. d. M. B(L XLVU. Heft 4. 47 
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groapes de variables x, y, z, u, d'une part, 2[, Y, Z, ü, de Paolre, Celles 
qai sont exprimables ainsi: 

oü a, b, c, d, sont encore des quantiies imaginaires quelconqoes, et a^^ b^^ €q^ ^09 
leurs coDJogoees respecUves. Od oblient de la sorte une classe parfaitement 
d^finie de substilalioos reelles, par rapport auxquelles od peut se poser les 
qaestloDS fondamentales de la comparaison des formes quateroalres : les denx 
problemes de requivaleoce algebriqae, de reqaivaleDce aritbm^tique , et de la 
repr^senlation des nombres par ces formes. Pour Tobjet que nous avons en 
vae en ce moment, noas nous borncrons aox formes qoadratlqoes sulvantes: 

f C3S AvtQ'\' ßriTo-f ßo«^«^u+ Cwwo^ 

dans lesqoelles les coefBclents extrdmes .^ et C sont supposes reels, tandis 
qne les coef&cients moyens, B, 00? sont des quantit^s imaginaires conjugnees. 
Consid^röes par rapport aux variables primitives, x, y, z, u: ces formes sont 
entiirement reelles, mais leur etude au point de vae des substitations que 
noQs avons pricedemment d^finies, repose essentiellement sur Temploi des 
nombres oomplexes. On est alors conduit, a lear attribuer un mode d^existence 
singulierement analogue a celni des formes qnadratiques binaires, bien qu^elles 
contiennent essentiellement quatre indeterminees. 

Les considörations suivantes que nous presentons comme une premiere 
esquisse d'une tbiorie vaste et feconde, sor laquelle nous reviendrons a Tavenir, 
offreront plusieurs exemples de cette etroite analogie avec les formes binaires; 
mais ou y verra en m^me temps le germe de notions arithmetiques toutes nou- 
velles, qsii meritent peut-ötre de fixer un instant Tattention des geometres. 

V. 
Le fait algibrique sur lequel repose en entier la theorie des formes 

oonsiste en ce que la Substitution 

condoit a nne transformöe semblable: 

F= %VV,+9Vüo+^ÜV,^(iUUo, 
dau laqvelle lea coefficients extrdmes 31 et (S, sont reeU comme A et C, 
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les coefficients moyens S et 9o etant des qtiaiitites irnq^inrnree conjogaees 
conome B et B^. On a en effet: 

a= Aaa,,-\'Bac,,'\'B^a,fi '\'Ceco = f{a,c;a^^c^)^ 
Sä :=^ A aboi-B a do+B^^ •j'Ce do= a 4r + c M , 



db ^ ^ dd 

3f i ^ flj 



S = ^ A fto+ ß * *+ÄArf + Cdd^=f{b, d; *o, do), 

et ce que noas disons resalte immediatement de ces formales. On en tire 
ensnite les consequences suivantes: 

V. 
On a le theoreme 

S5»o-2K5 = {ad-bc){a^do-b^e^){BB^^AC). 

Ainsi Texpression BB^ — AC, jouera dans notre ih^orie le röle d^intariant. 
Nous la designerons par ^. 

2^ 

Nommani m et n, deux constantes imaginaires qnelconqneS) oto et Hq, 
leurs conjugnees, et posant 

■"^+»^=»'' "^^+'^;^=^" 

ce qui sera uoe sobstitntion coroprise dans la forme analytiqne giiiirale des 
substitutions (1): je dis qn'on aora: 

Effectivement , cette relation n^est antra que celle du tb^oreme prd- 
cödent, dans laqaelle on a mis r et ti, au Heu de a et c; m et n, au lien 
de b et d. Nous allons voir qu^elle donne tont ce qui concerne r^quivalence 
alg^brique des formes f. 

Supposons d^abord J posiHf, et mettons V-^J, au lieu de V, il faudra 
au lieu de Vo prendre Vf^yj, et alors la forme f deviendra: 

d(rr.-üü,) 

Mais si J est negatif, en rempla^ant V par V-^J, il faudra mettre — VoiA, 

47» 
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pour la qaantite conjugaee, et alors f deviendra 

Enfin, par une nouvelle Substitution qui consistera a mulliplier F et 17 d'one 
part, Fo et 11^ de Tautre, par un facteui* et son conjugue, on obtiendra au 
Heu des deux formes precedentes, celles-ci: 

±{VV,-UU,), 

Nous en concluerons ce theoreme: 

Les formes f, peuvent toujours par les substitutions (1), 6tre ramenees 
a Tun des trois types quadraiiques quaternaires , dindice zero, d'indice 
deiix, oa d'indice ifuaire. 

VI. 

Ce qui prieede montre que les formes /^ sont definies ou indefintes, 
suivant que J, est negaitf ou positif. Nous pourrions aussi en conclure que 
relativement aux substitutions (t), elles ne sauraient avoir d'autre invariant 
que la fonction ^, ou ses puissances. Mais pour abreger, nous arrivons im- 
mediatement aux principes relatifs ä la representation des nombres. 

Rappeions d'abord qu'en designant par m et n deux entiers complexes 
Sans diviseurs communs, on peut toujours trouver deux autres nombres com- 
plexes fi e\ V, tels qu'on ait: 

mv — Hfl =z 1. 

Car si Ton cherche par le procede de Mr. Dirichlet, le plus grand common 
diviseur entre m e\ n, il est aise de voir qu^un reste de rang quelconqoe 
dans cette Operation, s'exprime toujours par une somme de multiples com- 
plexes des nombres rn et n. Le dernier de ces restes ayant dans le cas 
present, Cunite ^pom norme, pourra donc s^obtenir sous la m£me forme; d^on 
se condut de suite la possibilite de la relation proposee. Cela etant, nous 
aurons les theoremes qui suivent. 

1^ 
Si un nombre Id, peut dtre represente par la forme f, de maniere 
que les valeurs complexes des indeterminies v et u, To et Uy, soient pre- 
mieres entre elles, Tinvariant d^ sera congru suivant le module 9i, a la aomme 
de deux carres. 
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Supposant en effet: 

et determinant fi et v, par la relation 

mv — Hfl = 1 : 
requatioD dejä consideree^ 

donnera : 

Or le second membre, etant la norme de Texpression ^^j'\'^j> ^^^ ^^^ 
somme de deux carres. 

Nous voyons par la, qn^a toute representation propre de M par la 
forme f, est attach^e one solalion de la congruence 

ar^ + y^ = J VLoAM, 
en prenant 

D'ailleurs, quels que soient fi et v, dans la relation tnv — n/i = J, les diverses 
valeurs qai en resulteront pour x et y, seront congrues suivant le module M. 

2^ 
Si le nombre M peut dtre represente par f, en donnant aux indeter- 
roin^es v et u, les valears premieres entre elles tn et n, et ä leors conjagnies 
les valeurs nio, itoi et que le nombre complexe 

soit la valeur de Texpression 

»•^^^-["^5^ Mod ilf, 
les deux formes, f^ et 

seront arilhmetiquement equivalentes, par la Substitution: 

ii=iiF-fvl7, «0= nüFü-f Vüt^ü, 
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ou les entiers complexes, tn, n; fi, v, verifieront la relation 

3^ 
On remarquera la complete identite des tbeoremes qai precedent, avec 
ceux des paragraphes (154, 155, et 168) de Pouvrage de M. Gauss. II en 
resnlte qa'il n^est aocune representalion propre de M, par la forme f, qni ne 
puisse s^obtenir en calcalant toates les expressions 

F = MW„+(x-\-yy-i)VÜ„-{-(x-yjf-i)V,U-\- ''*-^^-'^ üUo, 

composees avec le nombre M, et les entiers complexes x-^-y}^--!, Solutions 
de la congrnence 

a?* + / = J Modul, 

et cbercbant ensnite les transformations de f, en chacune de ces formes. 
Et toates ces representations seront distinctes, si les formales de transformation 
sont comme ci-dessas: 

V = mF-f fiU, Vo = »»0^0+ f^oUu^ 
u= nV-^-vü, Wü= WoFü-j-yotTo; 

les entiers m, n, fi, Vy verifiant toajours la condition 

VII. 
Apres avoir fonde sar des principes identiques a ceux de M. Gauss, 
pour les formes binaires, les elements de notre theorie, noas poarrons cepen- 
dant Yoir ce presenter deja, denx notions aritbmetiqaes noovelles et qui lai sont 
entierement propres. La premiere consiste dans les divers ordres d^^qaivalence, 
aaxqoelles condoisent les substitutions 

t> = mV'\-fiU, Vo = moVo'\- /loUo^ 
u=z nV-^-vU, 110= »üFü-f Vüt^ü, 

d'apres les conditions 

mv — fifi = -|-1, 

mV — HfA = — 1, 

mv — nfjL = -|-y— 1, 
my — nfi =: — >^— 1. 

Noas reservons poar an aatre memoire, Teinde approfondie des trois 
ordres d^eqaivalence impropre. La seconde que nous voulons etodier des a 
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present, consiste dans la forme noavelle qae vient prendre ici le caractere 
qaadratique d^un nombre par rapport a nn aatre ; car aa lieo de la coogruence 

x^ ~ J MoiM 

de la theorie des formes binaires, nous avons la suivante: 

x^-^-f = J ModilC 
Pour plus de generalite nous considererons requation 

x^'\-Af = J Modul, 

qui se presenlerait dans la theorie des formes analogoes a f, mais oä ron 
introduirait des nombres complexes x-^-y-^^A au lieu des nombres X'\'y^-'i. 
La possibilite de la resolution^ et ce qui est plus difficile, la recherche du 
liombre total des Solutions, reposent sur les lemmes suivants. 

1^ 
Une congruence ä un nornbre quetconque (Tinconnues, et dont U 
module est un nombre cotnpose, peut toujours elre ramende au cos oö 
U module est premier, ou une puiesance d'un ngitnöre premier. 

Seit, pour fixer les idees, (p{^,y)^ une fonction entiere et i coef- 
ficients eutiers de deux inconnues x et y, et considerons le cas de la congruence 

(p{x,y) ^ Modilf. 

Si Ton nomme ses diverses Solutions: 

x^=Xi^ y = Xu 

toas les systemes de nombres entiers qui rendent la fonction (p, divisible 
par M, seront renfermes dans les formales 

-\-MX, y = y,-\-MY, 



U 



On aura pareillement tous les systemes qui rendent la fonction (p, divisible 
par un autre entier Jü', au moyen des Solutions de la congruence 

<p{x,y) = Modul', 

que nous representerons par: 
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07 = 


= ^I, 


y= 


=yi. 


^ 


» 


y = 


=y5. 




» 


y = 


=y/<" 



Cela pose, s'il est possible de rendre la fonction tp divisible a la fois 
par M et 9/l\ il faudra que Tun des systemes (^), par exemple: 

colocide avec Tun des systemes semblables, dedait des formules (ii')) P^'* 
exemple : 

D'ailleurs^ si Ton peut obtenir simultaneroent: 

Xy\MX^x\.\M^X\ y,\SlY = r\.\M^Y\ 

pour des valeurs entieres de X^ X\ Y, Y', on rendra la formation (p, di- 
visible ä la fois par M et M', et consequemment , s'ils sont premiers entre 
eux, par leor prodoit. Or, en nous pla^ant dans ce cas. od pourra determiner 
deox nombres entiers iHo, illu, de maniere a avoir: 

et si Ton fait: 

OD trouvera, quel que soient les entiers arbitraires | et 17; 

x^^MX=x\.'\-MX' et y4 + JMF=yi, + ilf'F'. 

Ce qui precede subsistant evidemment quel que soit le nombre des inconnoes 
de la coDgruence, montre, comme nous Tavons annonce, quMI snffit de savoir 
la resoudre, lorsque le module est premier, ou une puissance d'un nombre 
premier. 

2^ 
Si ton designe par jt et fi\ les nombrea de Solutions de la con" 
gruence (p(x,y) ^0^ pour les modules M et M', qu^on suppose essen^ 
fiellement premiers entre eux ^ fi, ^i! sera le nornbre des Solutions de la 
congruence (p{x,y)^0 Mod MUd'. 

II resulte en effet des valeurs qu'on vienl d'oblenir pour X, X!, Y, Y\ 
les relations: 
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ar, + MJir= x[.^- MX' ~ x'^MM., - x, M'MI, Mod MM', 
y,^MY= ri.+ilf ' Y' =E y[.MM;, ~ ykM'M;, Mod MM\ 

de Sorte qu'en combinant les //- formules QA) avec las fi' formules (^'), on 
anra les /^^te' systemes de nombres: 

qui offriront des Solutions de la congruence proposee suivant ie modale MM'. 
Or je dis qu^on n'aura jamais ä la fois: 

x',.MM^-x^M'm = a^,MM,,^x,M'm, 

y',. MM, - y.M'K = vlv MM,, - y.M'Mi ^""^ ^"^ -'' 

car suivant le module M d'abord, en observant quo M'M',^ —i^ on en 
conclurait : 

r* = y.i 

et ensuite, suivant le module M', les mömes relations donneraient: 

x'j,, "= x'i^j 

y'k' = /f 

On voit qu'on n'auraifpas opere, comme il faul le supposer, sur deux systemes 

(^*oy*), {^[^,yi')^ et (Xf,yi\ (a?;,,y;o distincts Tun de Tautre- 

3^ 

En supposanl la congruence (p {x, y } ^ aoluble pour un module 
pr emier , p , eile le sera Sffalement pour le module p^, et la foncHon ip, 
est teile qu'on en puisse avoir ä la fois: 

y^O, ^^0, 1^0 Mod;,. 

Dane ce cns, en designant par n le nombre des Solutions pour le mo- 
dule p, le nombre des Solutions pour le module p"" sera p'^'^n. 

Reprösentons indefiniroent par x ^S, X^V les Solutions de la 

congruence 

<pix,y) ^ Mod/i% 

tous les systemes de nombres enliers, rendant la fonction tp, divisible par/i**^ 
seront compris dans les formules 

x^^'^-p^'X, y:=ri-\'p''Y. 

Cela etant, je dis que sous les conditions önoncees, il est possible de resoudre la 
möme congruence suivant le module /»"'^ Effectivement, on pourra determiner 
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pour X et Y, des valears telles que 

soit divisible par p*"^^; car en developpant, on voit qaMI suffira de rendre di- 
visible par p Pensemble des termes 

et cela sera toujours possible, si Ton n^a jamais simultaaement: 

%-^0, ^^0 Mod,.,- 
car l^equatioD indeterminee 

sera alors resoluble en nombres enllers. Soit A"=-Xo, F= llj, an Systeme 
quelconque de Solutions pour les inconnues X et Y, il est aise de voir que 
toutes ies Solutions possibles seront donnees par les forroules 

Mod p, 
F= Y — t^ 

et que les valeurs de Tindeterminee t, non-congrues suivant le module p, 
donneront autant de Solutions distinctes. De la resulte cette expression des 
Solutions de la congruence 

(fix.y) =E Mod /?"+*; 

y Modo'+S 

et comme on peut donner a f, les valeurs 0, 1, 2, ... p — 1, on voit qu'en 
designant par n^"^ le nombre des Solutions pour le module /;% le nombre des 
Solutions pour le module /i"^*, sera n^"* ^^^ = pn^**^ ; d'oü Ton conclut, comme 
nous Tavons annonce: 

VIII. 
Les theoremes precedents conduisent a une expression generale du 
nombre des Solutions de la congruence (p{x,y)^0 suivant nn modale com- 
posö quelconque, lorsqo'on connait les nombres de Solutions pour des modales 
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fi n. 



Premiers. Soit en effet lU^^p p^' ... p^ Texpression da module döcompose 
en ses facteurs premiers, eX n, n^., ... n^ \tß nombres de solatioDS de la 
congruence proposee suivant les modales p, py.^ ... p^, on troavera poar le 
aombre u des Solutions saivant le modale M, la valear soivante: 



On aura 



fi =^ p n Xp^i' ni ... Xp^ ' n^. 



mm. nn. . • . flt^ 

fi = M — ^ 



ppi •••?« 
Poar des congrnences k an nombre k dinconnnes, onaarait la formale ana- 

Noas allons en faire Papplication a la eongraence particaliere qae noas 
avions principalement en voe, savoir: 

x''\-Af = J ModM. 

Alors la determination des nombres, n, ni^ etc. exige qn'on distingne deox 
cas, saivant qae — A est non-residu oa residu de p. Noas allons les traiter 
saccessivement. 

V. —ANp. 
Dans ce cas J Ini möme peat ötre risidu oa non^residu de p, 
de Sorte qa^on peat sapposer: J^a^ oa J^= — Aa^Moip; d^oA ces deox 
formes de congraences: 

x'-^Af^a' et x^'\^Af=—Ai^Jiodp. 

Or en faisant dans la premiere: 

a?E=fl^, y^arj TAoi p, 

et dans la seconde: 

x^Aatj, y^aS lAodp, 

elles deviendront respectivement: 

f'\'Arj'=i et g^^Arj'^-i. 

Cela posS, A etant non-resida de p, on anra: 

Tootes les Solutions des congraences proposöes, seront donc donnies par les 

48» 
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/?-]'! Dombres complexes f-f-i/f/^J^ qai salisfont a Tnne ou a Pautre des 
coDgruences binomes 

-jP^i = 1 et z^-^' = — 1 Mod p. 

Dans les deux cas le nombre n des Solutions de la proposcc, suivant 
le modale premier p, suivant lequel —A est non-residu, sera donc: 
n=zp'\' 1. 

2\ —ARp. 

Nous pouvons ici donner une methode plus generale^ n^exigeani pas 
comme tout-ä-rheure que le module seit un nombre premier. Supposant eo 
effet — A reHdu d'un nombre entier quelconque M, on pourra trouver ane 
representation propre de ce nombre^ ou d'un de ses multiples, par la forme 
principale, x'^'\'Ay^. Seit KM ce multiple, N la valeur de Fexpression 

i/— -4 VioAKM, et -Äf' = — x^^— : les deux formes 

x'^Af et KMX'^2lSXY'fM'Y' 

seront equivalentes. Or seit: 

X = aX^ßY, 

r = yX\SY 

une transformation de Pune dans Tautre. £n effecluant cette Substitution dans la 
congruence proposee, eile deviendra: 

2NXY\M!Y' ~ J ModiW. 

Cela etanl, on voll qu'on peut altribuer a Y une valeur entlere quel- 
conque, mais sans diviseur commun avec le module HA, et qu^on trouvera 
une valeur entiere correspondante pour X, par la congrueace du premier degre: 

INXY ^ j-M'Y" Mod M. 

Cette congruence sera effectivement soluble, si 2N est aussi premier avec M* 
ce qui revient a supposer le module impair, et le nombre A saiis facteurs 
communs avec ce module; comme on le voit par la condition JV^-j~ /i = n 
Mod M. La congruence proposee admettra donc aulant de Solutions qu*il y a de 
nombres moindres que M, et premiers ^vec JU, car ou ne pourra jemals avoir: 

rXi.dY= r^'-\-^Y'^ ^""^^ 

qu'en supposant ä la fois: 

X = X', 
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c. a d. qu'aux Solutions distinctes de la transform^e en X et K, correspondent 
necessairement des solalioas distinctes de la congrnence proposoe. 

Ce qui precede condail a la valear suivante du nombre /t des Solu- 
tions pour un module M, par rapport anqucl —A est re^du. Supposant 

M==^p^pl' ... /»"**, on aura: 

En combinant ensuite ce resultat avec celui qui a ete obtenn precedemnient 
pour les modales relativement auxquels — A est non-residuy on arrive ä 
Texpression generale du nombre des Solutions, que nous voulions obtenir. 
Si Ton suppose toujours 

on trouvera saus peine pour cetle expression generale, la forme suivante: 

dans laquelle (^^ — J est -}-l ou —1, suivant que — A est residu ou non- 
renidu du nombre premier p. 

IX. 

Los principes relatifs a la representation des nombres par les formes 
quaternaires, que nous etudions dans ce memoire, nous conduisent a la question 
de requivalence arilhmetique de ces formes. Dans celte nouvelle recberche 
nous pourrons suivre encore longtemps Tanalogie qui nous a dejä servi de 
guido, et Ton va voir s'dtablir par la des nouveaux rapports entre la tbeorie 
des nombres reeh et celle des nombres complexes. 

Nous obtiendrons en effet pour la reduclion des formes f\ lorsqu^elles sont 
definies, des resultats entierement semblables a ceux qui concernent les formes 
binaires de delermiuaut negatif. Puis, en faisant de ces resultats, les eiements 
de principes nouveaux pour Tetude des fonctions homogenes a deux indelerminees, 
et a coefficienis complexes, nous donnerons un nouvel exemple de Tidentite 
des methodes relatives aux nombres reels et aux nombres complexes. Dans 
ce champ si vaste de recherches, nous nous proposerons surtoul de revenir 
sur Tetude des formes du second degre, qui ont ele deja Tobjet d'un memoire 
important de Mr. Dirichlet. Le Iravail du savant geomälre, laissant entierement 
de cöte, la question difficile de la disiribulion en periodea de ces formes de 
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möme determinant, j^essayerai dans un memoire special de combler cette lacnne. 
Od aura d'ailieurs, par ce qae doqs dirons plus bas des fraclioos continoes 
complexes, une idee de la methode que nous employerons. 

l^ 
A toute forme definie ä coefficients quelconques: 

correspond toujours une transformee arithmetiquetnent equivalente: 

tetle que 31 sott non plus grand que S, et qu'en faisant: 

35 = 111 + 11^-1, So = w — IIJ/-.1 , 
an aity abstractian faite des signes: 

2m<Sl, 211521. 
ConcevoDS qu'on effectue dans f, toates ies substitutions: 

17 = «r-f bu, i7„ = fl„rn-f bjj^^ 

oh a, b, c, d, designent indefiniment des enliers complexes au determinant 
ad — bc^=i, et tf,), ^0, Co, ^u^ leurs conjugues respectifs. Cela etant, formons 
un premier groupe dans Tensemble des transformees ainsi obtenues, de Celles 
ou le coefGcient de FF^ est le plus pelit possible; puis dans ce groape con- 
siderons toutes Celles ou le coefficient de UU^^ est lui-mdme un minimum. 
Je dis que la forme unique, ou Ies diverses formes anxquelles on parviendra 
de la Sorte, v^rifieront Tes conditions enon^^es. 
Supposons en effet que Vune d'elles sbit : 

F= «FFo + »Fro+S5of7Fo+Srro 
et qu*on ait: 

DSsignons par /i ei v, deux quantites dont la valeur absoloe soit Tunit^, et 
qui aient respectivement le möme signe que m et n; si Ton fait dans F, la 
Substitution au determinant un: 

OD trouvera une transformee: 
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dans laquelle: 

Or ii sah, de la maniere möme dont F a ete d^finie et obtenne, qu^on aura 
necessaireinenl: 

et cette derniere inegalite revient a: 

Considerons en second lieu la sabstitution : 

qui est encore au determinant un, on arrivera (oat-a-fait de möme, ä la 
condition: 

2vn < 21. 

Ainsi notre theoreme est demontre. 

Nous donnerons le nom de reduites aux formes F, qui verifient les 
condilions pr^cedenles, et nous reservons pour la suite de ces recherches, 
la discussion complöte des divers cas dans lesquelles deux. formes reduites 
sont äquivalentes sans ötrc identiques; cette discussion ^tant intimement liee a 
Celle des divers ordres d^equivalence impropre dont nous avons parle plus haut. 

2^ 

Les conditions qui viennent d^ötre etablies, conduiseni immediatement 
a la suivante: 

et a fortiori: 

On en conclut: 

as<2(as-©8o), 



88«, < Aas. 



ou encore: 

a(5<2(JC-»Äo), 

poisque F et f, ont möme invariant. Cette notion dMnvariant, si facile a 
obtenir, est au reste la seule que supposent les theoremes que nous venons 
d^etablir, et qui donnent lieu ä une longue suite de consequences ; comme nous 
pensons deja Tavoir montr^ a propos des formes binaires dans notre memoire 
sur Tintroduclion des variables continues dans la tbeorie des nombres. Suivant 
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ici nne inarche analo^ue, nous allons trailer en premier lieu les qaestions 
relatives ä rapproximation des qaantites imaginaires quelconques, par des 
fractions rationnelles coiuplexes. 

Considerons pour cela, la forme suivante: 

dans laquelie a est une quanlite imaginaire, cii, sa coojaguee, et J, une quan- 
tite reelle quelconqne. Soil: 

sa redaite, et 

u = nV-^rU, I/o = WoF„ 4-1/01/0 
la Substitution propre a Tobtenir. La condition %(E <C 2J donne pour le coef- 
ficient minimum VI, la limite ^2^/. On a d'aillenrs: 

^ = ^, 21 = (m — aw)(wio — öono) + -^; 

ainsi pour une vaieur quelconque donnee a dj on peut toujours determiner 
deux entiers complexes m ei n, tels qu'on ait: 

(m — a»)(f/io — /AiWu) T -^ <X ■ 

On lire de la les consequences suivaules. 

P r emier etnetU , les expressions (in-- ^it)(t/io — Hoito) et -tti etant 
essentieilement positives, on a a fortiori: 

(il.) (m — a«)(f/i„ — HjIIoX -j-, -jr<-y 0"^ iiii«<;ay2. 

Secondemeni, le produit des inömes expressions, etant moindre que 
le carre de leur demi-somme. on aura encore a fortiori: 



(m — ölt) {nh, — a^iU^y) X -jf 
ou bien: 






et 



(m - flu) (m„ — fl^,ii„) < -5—- , 
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Or la premiere relatlon (^), montre qa'^tant donnee aoe qaanlitö 
imaginaire qaelcooque, a, on penl toajoars en approcber par ane fraction 

ralionnelle complexe — , de teile manlere qae la norme de m — an, sott 

moindre qae toate qoantite donnee. 

La seconde relation (/l), donne Tordre de grandeur du dönominateor 
de la fraction, lorsqo'on fixe au dessoas de quelle linnite doH se trouver la 
norme de m — an. 

La relation (0), donne d^nne maniere precise la limite de Terrenr 
a, k quelque valeur de ^ que corresponde Tapproximation obtenne. 

D'un autre cöte, si nous observons que, quel que seit d, les entiers 
coroplexes m et n, donnent le minimum de f, nous serons amen^e a cette 
nouvelle consequence: 

11 n^exiate aacun Systeme de deux autres nombres complexes, m' et n\ 
tels que la norme de n\ etant moindre que la norme de it^ la norme 
( e m' — an' seit anssi moindre que celle de tu — an. 

Ainsi Texpression (m — an)(mo — Ho^to) represente un minimum de Tex- 
pression (v — au)(Vo — OqUq) relativement a tonte valeur complexe entiere de v, 
et a tonte valeur complexe entiere de u, dont la norme ne döpasse pas ane 

limite donnee. On pent encore dire que — approcbe plus de n^ que toote 

fraction dont le denominatenr anrait une norme moindre; car Thypothese 

iiVi<»Wü9 entrainant (m' — ifii')(/iii — iiöno)Xm — iiii)(iiIü— ä«»)» on en 
deduit, en divisant membre a membre les inegalites qui sont de sens contraire : 

Norme (-7 — ir) > Norme Q^ — a\ 

Nous pouvons enifÜh ^^blir d'une maniere complöte et rigoureaae, an 

Ibeoreme sur (es fractions — , que j'al d6ja denn* dans une de mes letlres 

a H. Jacobi sur la thöorie des nombres. 

Considerons deux minima consecutifs de la forme ^ auxquels cor- 
respondent les deux syslemes d'entters complexes r = iii, ti = n, et r = iw', 
ti = ri'; on pourra concevoir deux valeurs infiniment voisines de J, auxquelles 
appartiennent successivemenl les deux systemes, de teile sorle qu'en designant 
par € une quanlitö infiniment petite, on ait: 
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(m —an) (mo— ao»»o) + ^ < 7- ' 



(»«'-an') (»/ii-flo»o) + -^^t < g^ • 
Mettons cette seconde inegalite sons la* forme: 

(w' — an )(»»[, — aX) + ^ < V + »?' 



17 etant encore infioiment petit, et multiplions la membre ä membre avec la 
premiere. En faisant dans requalion ideotiqae saivante: 

{MM, -f A^A^«) {M'K + JSI'K) 
= {MMl,-\■NK)(.J!^M'-\■KN')■\■{'^'N-M^'){mfio-ld^^l). 

TV Af 
(qu'on trouve eo cherchant le prodait des determinanls 

qai figure dans le second membre): 



N'M 



et 



A^oMoj 



M = 


= m — 


■an. 


M,^ 


= m„ ao»ü» 


M'= 


= m'- 


an'. 


m= 


= iiiu — o^nt,^ 


N = 


n 




]M,= 


_ »0 


N'= 






K= 


- ä* 



le produit des premiers membres prendra la forme: 

(f#i — an)(mli — a^nii) -f- -j^^j -j- ^ Norme (nin'— m'»), 

le produit des secoods membres etant: ^-j^^j-* Or en negligeant rj vis ä 
vis des quantites finies, on en conclura, apres avoir multiplie par (T: 

Norme {tnn'—tn^n)<Z2^ 
et poisque m, n, m', n\ sont des entiers complexes: 

Norme (tnn'—fn'n) = 1. 

Cette relation enlre les fractions qui correspondent ä denx approxi- 
mations consecutives, rattache compldtement la theorie presente a la theorie 
elementaire des fractions continues. Les principes sur lesquels nous nous 
sommes fondes, ont donne bien rapidement, comme on voit, Textension de 
cette theorie aux nombres complexes. La marche plus naturelle qui con* 
sislerait ä prendre le point de d^part dans le procSdö donne par H. Diricklet 
pour obtenir le plus grand commun diviseur entre deux quantites complexes, 
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serait an contraire Bujette a de nombreuses difficultös. II nous seroble par- 
ticulierement iropossible d'ötablir simpiement, en ce pla^ant a ce point de vue, 

les propri6tös de minimum des expressions m — an, a: propriitte caraote* 

ristiques do mode d^approximation des quantii^s reelles par les fractions con- 
tinues, et qae donne toot d'abord notre methode. Quant aa theoreme expriroö 
par la relation: 

(m — an)(iiio— aoHo) ^ 



2nn, ' 

M. Dirichlet Va donnö avec une limite numerique moins precise dans son 
admirable memoire sur la Ibeörie des formes quadratiqaes ä coefficients et 
ind^terminies complexes. Le procedö si ingenieux et si simple, employö dans 
cette occasion par Tillustre analysle, tout en conduisant par la Yoie la plus 
rapide a un resultat imporlant, ne me semble pas pouvoir donner les rapports 
qui existent enire deux approximations consecutives , et quMl faot cependant 
obtenir pour mettre dans toule son ^vidence Tanalogie enlre les nombres 
reels et les nombres complexes. 

3*. 

Les formes f, ä coefficients entiers, et de mSme invariant, peuvent 
Stre disiribuees en un nombre fini de classes. 

Les limitations donnees präcödemment pour les coefficients des formes 
redoites, fönt voir en effet que le nombre de ces reduites est essentiellement fini 
pour un invariant donne. On les troovera toutes d'ailleurs par la methode 
suivante. Seit äd IMnvarianl proposö, et considirons, pour fixer les idees, 
seulement les foroiea positives. On prendra pour % tous les nombres entiers 
reels qui ne surpassent pas ^2^, et a chaque valenr de 91 on fera cor- 
respondre une valeur de S, reprisent^e par le nombre complexe :r-|-y)/— 1: 
la Solution de la congruence 

x'-^-f = J Moda 

est teile qu^on ait en valeur absolue: 

Quant a (^, on le determinera par la relation 

qui fournira toujours une valeur entiere. Mais s'il arrive qu'on obtienne par 
la quelques formes dans lesquelles d soit <C!9I, elles seront a rejeter^ et les 
autres seront övidemment des formes reduites. 

49» 
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Considerons par exemple le cas de J = — 1, on aura la seule valear 
?i = 1 , d'ou: 35 = 0, et par suile: S==:l; ainsi toutes les formes f, dMn- 
variant — 1, sont reduciibles par le genre special de "^substilutibns que lioas 
considerons ici, ä la seule forme: 

Ce resultat va nous conduire tres simplement au theoreme de Jacobi sur le 
nombre des represeniations d'un nombre entier impair quelconque par une 
somme de quatre carres. 

XII. 
V. 
Dans la theorie des formes fy un nombre impair quelconque M, 
est representahle par la forme vV(i'\-uu^. 

Nous avons etabli en effel que la congruence: 

jr^f/ = —1 ModM 

est toujours resoluble pour lout roodule impair. Or toutes les formes: 

ayant pour invariant —1, seront equivalenles a la reduile unique vv^^-^-uu^^ 
que nous avons trouvee dans ce cas. Cela etanf, soil: 

V = aV-\ bf], Vo = «oFo-f *oüo^ 
u = cV-\~dU, 1/0= CoV^y ■}- d^^U^, , 

une quelconque des substitutions au determinant ad — 6<?=1, qui donnent: 

on trouvera: 

M = aao'\-cCo', 

ce qui constitue une representalion de M, par la forme vt^o -f uUo , qui es^ 
une somme de quatre carres, quand on la considere par rapport aiix va- 
riables reelles. 

Hais comme consequence de la theorie des formes f, ceite represen- 
talion possede ce caractere tont parliculier, que les deux entiers complief:i^es a 
et c, sont Premiers entre eux. Nous sommes amenes par la a c^te f^<Hiclusion : 

Tout nombre impair est decomposable en quatre carrü, et parmi 
ces decompositions , il en existe toujours de telles que la somme de 
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deux des carres, sott sans dimseurs communs avec la somme de deux 
autres. 

2\ 
Noas allons actuellement nous servir des propositions etablies dans ce 
memoire, pour oblenir Texpression generale du nombre de (outes les repre- 
sentatioDS de cetle espece. 

Representons cette expression par (p(M). Des theoremes etablies ($. VI), 
resulte qu^en desigiiant par iti le nombre des Solutions de la congruence: 

;r--f y' = — t Modi»f, 
et par d, le nombre des transformalion en eile m^me de la forme vVo-\-uu^t^ 
on aura: 

Or nous etablirons dans la suite de ces recberches que d = 8^ de sorte que 
si Ton fait: 

on trouvera: 

Ainsi, dans le cas oü M ne renferme qu'a la premiere puissance des norobres 
Premiers ^—1 Mod4, on aura: [^—)^=—l^ ^Zl-^=_l^ etc., el la 
formule devenant: 

on voit apparaitre In fonclion remarquable, qui donne la somme de Ions lös 
diviseurs de M. Mais alors, on reconnait de suite. qu^il ne peut y avoir 
d^autres decompositions de M en quatre carres, que celles qui resultent des 
representations propres de M dans la theorie 'des formes/*^ par vvq-\-uUq. 
Donc, en designant par ^(M), Texpression generale de toutes les represen- 
tations de My par une somme de quatre carres, on aura dan«- ce cas: 

comme Jacobi Ta trouve par la theorie des fonctions elliptiques. 

3". 
Pour arriver en genoral a la delerminalion de ^(ilf), il nous faut 
recourrir aux representations impropres Ae M, par la forme vVo'\-uuq. Ces 
representations ont lieu en faisant: 
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k etant le plus grand commun diviseor des nombres complexes u et v. De 
la resuHe: 

par cons^quent, M est divisible par kkq^ et la substitation : 

fournit une representaüon propre du nombre -tt- par la forme rro+^^o- 

On voit par la que si M n^est divisible par aaoun nombre qui soit une 
aomme de deux carres, ce qui s'est presente toul-a-rheure , ii n^y aura pas 
de pareilles representations. Mais si ilf a le diviseur 

m = «* + /?* = («-f/9|/~l)(«-/?|/-l) = Ar*„, 

on cberchera d'abord les representations propres de — par la forme vVo-{-uUo. 
Ayant ainsi trouve ies valeurs : 

«=:*, tl„ = Ä„, 

on en deduira Celles oä A* est le plus grand commun diviseur de v et ti^ 
en prennant: 

v=^kg, Vo==^koffo, 
n=zkh, i/o = AroAo. 

De la nous pouvons facilement conclure toutes les d^compositions possibles 
d^nn nombre en quatre carrels. 

Soit en effet: 

Si p. ex. les deux sommes : m^ -f ^'^ ^* ^"^ + ^'"* ^"* ^^ diviseur commun, 
on seit par la th^orie des formes binaires qull sera necessairement une somme 
de deux carres; donc le plus grand commun diviseur m, sera lui möme de 
la forme m=a^-{-/^^ et la döcomposition considöree, resullera d^une repre- 

sentalion propre de — , par la forme rvo-f'^^^* 
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Ces considerations bien simples, nous conduisent a exprimer ia fonction 
4^{Si) qui designe le nombre de toutes liBS representations de M par une 
somme de quatre carres, au moyen de la fonction (p{M). Soient en effet 
f/ii, Hl], ... Mi ies differents diviseurs de M qui sont decomposables en deux 
carres; fii^ ^29 ••• f^i l^s nombres de representations de chacun de ces di- 
viseurs par une pareille somme, on aura: 

Cette relation va nous donner le theoreme de J.acobi, que nous allons 
etablir dans le cas oü Ies nombres premiers qui divisent M, n'y entrent qu^a 
la preroiere puissance. 

Decomposons a cet effet M en deux facteurs, P et Q, le premier, 
forme du produit p pi ... p„ des nombres premiers ^ -f ^ ^^^ ^9 '^ second 
du produit q qi ... q^j^ des nombres premiers ^ — 1 Mod 4. Les diviseurs 
decomposables en deux carres, et designes dans la relation precedente par la 
lettre rn, seront, comme on sait, les divers termes du developpement: 

{l+p){i'\-p,)...(i+pj. 

Or il resulte de la theorie des formes binaires, que pour un diviseur m, com- 
pose de k facteurs premiers, le nombre fi correspondant sera 2\ L'expression 
de 4^{M) pent donc s'ecrire ainsi: 

+äl*(-^)+*(-^)+-+*(-^)! 

-f etc. 
Cela pose, d^apres ce que nous avons obtenu precedemment en general: 

<p{M) = 8(;»-l)(,»,-t)...(/».-l)(v+l)(y,-f-l)...(y„ + l) 
d'oü l'oD conclat ies relalions: 
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elc 

de Sorte que Texpression de 4^{M) prend ceite nouvelle forme: 

les sigDes 2 d^signant successivement la somme des quantites —^^ la somme 

de leurs prodaits deux a deux, trois a trois etc. . Or il est evident qo'on a 
ainsi le developpement da prodoit: 

(i+,4r)(i + ,-:ln)-0+^) 

qu'on peut ramener ä: 

^m-^mmmm» • tmmmmmmmmmmm • • • I ■» « 

Noils obtenons donc, en supprimantle facteur commun {p—\){pi — 1) ... {p,^ — 1): 

ce qui est pr^cisement le thioreme de Jacobi. 

Pour le cas plus complique, oü le nombre M contient des divisears 
Premiers a des paissances quelconqaes, nous reroettons a le traiter lorsqae 
nous publierons la stiite de ces recherches; dans Tesperance, de la präsenter 
d^une mariiere plus concise et plus elegante, que nous ne pourrlons le faire 
maintenant. 

Paris, Aoät 1853. 
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21. 

Integration des öquations aux differences partielles 

simultan^es d^une certaine classe. 

(Par H. l'abbe Aousi, Professeur de malhömatiques pures i la Faculte des sciences 

de Besangen.) 



Un grand nombre de questions de physique matheroatique et de me- 
canique condaisent a des equations aux differences partielles, lineaires, dont 
la forme suit des lois particulieres, et qui renferment un nombre de fonctions 
egal ä celui des equations, leurs derivees premieres ou secondes par rapport 
au temps, ainsi que leurs derivees premieres et secondes par rapport a une 
autre variable qui fixe la position d'on point quelconque du corps, les fonctions 
et leurs derivees etant multipliees par des fonctions connues de la möme va- 
riable. Un pareil Systeme peut presenler deux cas: le premier est celui ou 
les variables dependantes se trouvent separees dans les equations. Ce cas 
est simple, puisque chaque equation se traite separement. Le second est celui 
oü les variables dependantes ne sont pas separees dans les equations. Ce cas 
offre une grande complication, puisqu^il faut, en general, traiter les equations 
simultanement. 

Une metfaode uniforme a 6te exposee et suivie par M. Poisson, dans 
son traite sur la chaleur et dans sa mecanique, pour la resolution des questions 
qui renlrent dans le premier cas. Mais, la methode qui .fournit Tintegrale 
d'une equation aux differences partielles, peut-elle fournir aussi les integrales 
d^un Systeme d'equations simultanees aux differences partielles? C'est une 
question que Ton pouvait se proposer de resoudre. M. Poisson s'exprime 
ainsi dans son traite sur la chaleur, page 166: ^Je crois mon procede appli- 
^cabie a tous les cas, soit que la question ne presente qu'une seule inconnue, 
^soit qu'on ait a d^terminer plusieurs inconnues dependantes d^un pareil nombre 
^d'^quations aux differences partielles lineaires et simultanees etc."' La pre- 
somplion de rillustre Geomdtre etait une raison qui s'ajoutait ä Timportance 
de la question pour m'engager ä la traiter. 

CreUe*s Joarnal f. d. M. Bd. XLVU. Heft 4. 50 
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1. 

Soient in equations aux differences partielles simultanees ; le nombre 
des variables est //i-|-2, doiit m dependanles x, y, z, ... w, et 2 indepen- 
danteSi) / le temps, et v la variable qui fixe la position d'an point quelconque. 
La forme de ces equations^ fournies par les questions naturelles, suit loujours' 
certäines lois quMI sera facile d'appercevoir. 

Soient donc les equations 



(1.) 



dt 



" dv\ ^ dv/ dv\ ^ du y 



d /j^ dz 



■)- 






0, 



dt 



. • • 



— ^^(-Kj«-!^) — 6^2^?— 6^m+iy— 6^m+2«^ 6^2«-!"^ ='0» 



d^z ^/M^dj:\ d (^ dr\ d(^ dz\ 

dt^ ~d;i\^^7hJ~d:X^'''-^^7^J-d^\^'--^^'d^^ 



2fn 



W 



0, 



dtv 



dr\ 



dz' 



d fj^ dx\ d ( f^ dY\ d /'«. dz\ 



• • • 



l(K. 



dw 



du \ ^'^^dv 



) —G^x —G2„^i y—G^^z ^sm-jM^ = 0, 



dans lesquelies K^^ ÜC2 , £3 , ... Gi^ 62 9 • • • etc. sont des fonctions de ia 
variable indepeodQOte v. 

Les integrales de ces equations doivent satisfaire a certäines conditions; 
les unes sont relatives a une dpoque donnee, et les autres a des points de* 
termines. Ainsi on doit avoir, 

pour < = 0: 



(2.) 



dar , . d 



-ii^<PvW^ .■^=^y»(«') 



dz 



dw 



Reiativement aux limites r' «t v" i'oo aura, 
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pour V = v': 



V- dx , w^ dy , tr dz , 






• • • 



+ ^3m-33T— Äm^— Aam-iy— Äjn,«— *•• — Asnt-J«^ = 0, 



dv 



pour t^ = v": 



ET ^^ l ET ^y \ IT ^^ \ 



dx , j^ dy \ jr dz 



• • • 



C3.)" -^ -fÄ,„..^-ÄU-AUir-*U.« Ai-i«*» = 0, 

+ ii^3..»3^ — Äj^ar — Äi^^lX — AL « — • • • — *3m-3«<^ = 0. 

Ces equatioDS aux limites, sont tres generales; A^, A,, • . . etc., h[^ h^^ ... etc. 
sont des constantes positives. Suivant que Ton supposera ces quantites nulles, 
ou infinies, on aura tous les cas qai peuvent se presenter dans les problemes 
de i^espece qui nous occupe. 

Pour integrer les equations (1), nous poserons 

(4.) X = JLX'sin (p' + ^) ^ >" = -^ ^sili (p/ -f ^) ' • • • ta = AIVsin (p/ 4" ^X 

A, a eiant deux constantes arbitralfes, X, Y, Z, . . . W des fonctions de v, 
p un parametre variable. 

50» 
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En portant ces valeurs dans les equations (1), elles deviendront : 



*'^+^('K.^)+;^(J^-^)+ 



• • • 



• • 



(5.) ^ 4.^(jf,_,^)+e,ji:+e„,,F+ ... +fir,„_,ir= 0, 



Pour V = r'> on aura aussi: 
et pour t> = v": 

Or, si Too donne k X, Y, Z, .. . W des yalears arbitraires J^, 
Fu, Zo) . . . FFo dans les equations (6)', on aura un Systeme de m equations 

lineaires, a pareil nombre d'inconnues^ d^ou Ton iirera ies valeurs de -j-, 

•^— , . . . •^— pour i^ = t?'. Cela pose, il est evident que les integrales des equa- 
tions (5), caiculees par les series, ou par un moyen quelconque, ne contiendront 



• 



« 
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que m sortes de termes dont chacun sera multipiie par Tune des quantites 
Xo, 1^0, ... Wq\ et, en portant les valeurs generales des fonctions X, Y, ... W 
et de leurs derivees dans les equations (6)'', apres y avoir fait v = v", on 
aura m equations de la forme 

pX^^qY,+rZo+ ... -{-sWo = 0. 

En eliminant Xq^ Yo^ ... W, entre ces m equations, Ton aura une equation 
finale en (f que nous representerons par 

(7.) F{Q) == 0. 

Ce seront les valeurs de (f tirees de cette equation quil faudra introduire 
successivemeut dans les equations (4) ; et comme les equations proposees sont 
lineaires, on aura pour integrales generales: 

(8.) x = :sAXs\n{Qt-\-a), y = -2" J Fsln (p/ + a), ... u^c^-Tiiir sin (pf -}-«}, 

dans lesqueiles le signe JS s'elend a toutes les racines de Tequation F(q) = 
et aux valeurs correspondantes de X, Y, Z, . . . W. 

2. 

Nous allons nous occuper maintenant de la determination des conslantes 
A et a. Cette determination est un point importanl de la theorie; eile se 
fait bien simplement de la maniere suivante. 

Multiplions les equations (1), la premiere par Xdv, la deuxieme par 
Zdv, la m*""" par Wdv, et ajoutons et integrons de r' a v". Si nous posons 
pour abreger: 



(X)9 






374 Si. Aon st, sur quelques equations aux diffirences pari* 



V 



/""(G.X^-G^^, F+ ... -t G,^.,lV)ydv = ^^y,, 

V* 

f'"\G„X-f-G,„_,Y-^ ... -\-G,„_,W)wdv ^ iV(„,, 



il viendra: 



Integrons par parties tous ies termes de ilf^^c) entre les limites v' et v", 
noas aurons: 

En ajoatant toules ces integrales, et en represeotant par S^^) l^s parties qui 
sont en dehors du signe f, on aura: 

V' 

En operant de la mdme maniere, on trouvera: 

1»' 

II est aise de voir qae la sorome des termes 

est nulle en vertu des equations (3)', (3)"; (6)', (6)''. II sufat, ponr cela, 
d'eliminer A| entre la premiere des equations (3)' et la premiere des equa- 
tions (6)'; A[ entre la premiere des equations (3)" et la premiere des Equa- 
tions (6)", d'ajouter les deux equations resultantes; d'eliminer A, entre la 
deuxieme des equations (3)' et la deuxieme des equations (6)'; A2 entre la 
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deuxieme des equations (3)" et la deuxieme des equations (6)", d'ajouter Jes 
deux equations resultantes; et ainsi de suite. Cela pose, si Ton fait la somme 
de tous les resultats ainsi oblenus, Ton trouvera: 

D'apres cela, si Ton appeile ^pi)^ ^iX) ce que deviennenl iW^j^j, xV(^) 
lorsqu^on y change x en X, ei X, Y, , .. W en x, y; ... w, et ainsi de 
saite: requation (9) pourra s'ecrire sous la forme 

Muitiplionß les equations (5), la 1'*"' par xdv, la 2"*" par yrfr, ... la m""* par 
wdv, ajoulons ei inlegrons de v' a v", nous trouverons: 

on aura donc Tequation differentielle 

(10.) -P+c'^ = 0, 

dont Tintegrale est 

B ei ß etant deux constantes arbitraires. On determine ces deux constantes 
en posant ^ = dans cette equation et dans sa derivee, et en ayant egard 
aux equations (2). De cette maniere on obtient: 

Bsmß= fW,{v)'^Yf, {!>)•{- ... +fVf^{v)')dv = :s,(fxav)dv), 

Bco3ß = j/QX<p,{v)i^Y<p,(v)i- ... i-W(p,„{v))dv = 2:,(/X(p{v)do), 

oü le signe JS^ s^^tend a tous les produits Xfi(v)^ Yf^{v)^ ... X<px{v\ 
Yip^^v) ... On a donc pour |; 



(11.) §^:s,(/^"xxdv) 



= cos (fi . 2j^f'^"xf{v) dv) + ?^:s*, Cy ' ^<P ^^) ^^' 

L^equation (10) est absolument la mdme que ceile que Ton trouve dans le 
cas d'une seule equation aux differences partielles, et Pequation (11) qui est 
de la mSme forme que celle que Ton trouve dans ce cas parliculier, donne 
naissance aux mömes conclusions. 
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Si Ton substitue dans Pequation (11) les valeurs de x, y, z, . . . w, 
fournies par les equations (8), Ton aara dans le premier membre deux series^ 
suivant les sinus et les cosinus des arcs donnes par les produits de t et des 
differentcs racines de requation jP(c) = 0. Ces deax series devront dtre 
identiques avec ies deux terroes da second membre de la mäme equatton. 
li resüite de la que^ si Tou represente par ^i une racine quelconque de 
requation F((>) = 0, tant que Qi sera different de if, les coefficients des sinus 
et cosinus correspondants a ces valeurs de Qi, seront nuls. Hais si Qi est 
egal kg, les coefficients des sinus et cosinus seront identiques. De la on 
tire les equations suivantes: 

(12.) :2^(J^^" XXidv^ =f''\XXi\ YY,\ . . . + WWi)dv = 0, 



w' V 



A sin afz^X^do = f"^^ -Sr/(r) <fc, 

V* V* 

JSiX^dv = — / JSiX(p{v)dv. 






Les valeurs generales de x, y^ z, . . . w seront donc: 



X 



f''"S,Xf(v)dv\ Lf''"S,Xtf(v)dv 

>:2^rf— r''''+^^ Wr^^x^äo ^^'°p^- 



V 



(13.) 



/ ""i-, Xnv) dv\ l f'S, Xff (r) da 



Teiles sont les integrales generales des equations aux differences 
partielles simulianees que nous nons proposions de Lraiter. Elles sont de mdme 
forme que Tintegrale d'une seule equation aux differences partielles. 

Nous remarquerons que la mSme methode serait applicable dans le 
cas ou les equations (1) renfermeraient la derivee premiere par rapport au 
temps, au lieu de la derivee seconde. Seulement les integrales generales ren- 
fermeraient une seule serie qui dependrait des exponentielles e^' . 
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3; 

L'equation F(q) = 0, jouit de proprietes importantes iolimement liöes 
avec les phenoroenes physiqiies repr^sentes par les integrales (13). Ces 
proprietes se demontrent aussi simplement daos le cas de plusiears eqaations 
siinuUanees aax difierences partielles que daos le cas d^une seale eqaatlon. 

I. L'equation F((>) = n^a pas de racines imaginaires de la forme 

Soieot Q et p; deax raciae3 de röquatlon JP((i) = ; soient X, Y, ... W 
les valeurs relatives a ff; Xi, Yi, ... Wt les yalears relatives a (>,*; appelons 
H^^ H2y H^^ . . . H^ les premfers membres des eqoaüons (6)' et L|, jLj, . . . jü^ 

les Premiers membres des äqoatioos (6)'' relatifa^ala racine q, et Hi*^, H}'^, ... 
Up, L^^j ... les Premiers membres des mömef^ öqaations relatifs a la racioe (v* 
Si Ton fait successivement dans le premier membre des eqnations (5) , 9 = p 
et p = (»i qoe Ton mnltiplte r^quation relative a ^ par Xidv et r^qaation 
relative ä qi par Xdv et qa'on relraacbe Tune de Tautre, Toii anra: 

+ (Gl - C«) XX;<to + (Cf, YXi - GpXYi) <fc 4- . • • = 0. 
Inti^roQs entre les limites t/ et v", et remarqoons qo'an terme de la forme 

+/"'.r,(c,j:+c,r+...+G.»')*-/""x(ei'>X40|»r,+...+ei,'>wjA, 



V' 



V* 
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XXidv. On Irouvera de la möme 
YYidü el de / fVWidv. 



V» V 



Si Tod fait la somme de toutes ces integrales, Ton trouvera, 
duclions faites: 

(14.) (()^-ej)y"'(..vxH-Fy;-i-zz..+ ^.. +ivfV!)dv 

V' 

- { YRp - Y,U,)„ { Wm^ - 1ViH„}^. 

Or, ä cause des equalioGS (6)', (6)'': 

jLi==0, L. = 0, . . . Ii,„ = 0; £1'^ = 0, . . . I/5'> = 0, . . ., 

H, = 0, i/,==0, . . . Ä/'> = 0, «,"■> = 0, . . .; 
00 obtienl donc, en deiinilive, reqoation qae nous avons dejä trouvee (12) 

f'''\XXi-\-rYi-]-ZZi-\- ... +WWi)dv =: 0. 



v 



Ce!o pose, soient q = ö-[-/?}/— 1, p,- =:= a — /9]/— 1, Jf deviendra de 
la forme '^(v)-?' Oca)]—! e' ^i de la forme ^(x) — (?(r)V^— 1 ; F deviendra 
P(3^)-[-Ö(y)y-l et Yi, P^^)— Ö(j)|/-1, et ainsi de suile; par consequent 
Tequation ci-dessiis deviendra: 

equation absurde, puisque tons les elements de riutegrale sont positifs. 

L'equaticn F((i) = ne pent donc pas avoir des racines imaginairea 
de la forme a + /?|/— 1. 

II. L'equalion i^((>)=:0 n'a pas de racines egales. 

Cn eiTet, requalion (II) nc peut pas ötre salisfaile quand on fait (> = (»<• 
La valeur de Tinlegraie conteniie dans le prämier niembre de cette equation 
se prescnte sous forme indeterminee quand on fait (> = p,.. Pour avoir sa 
vraie valeur, il faut. selon la regle, diiferentier cette equation par rapport a if, 
et puis snpposer p =(>,-. Differentions et remarquons que ^IT devienl AT/, fi| 
devient /l/'\ etc. quand on y fait p = p;; on aura 
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2pi/"'"(XM-17+ ..• ■\-Wf)dv 

={fxp-.r,.fr+-+if'«^-«'fr 

Paisque Tod suppose qiie (f est egal a pi, Ton admet quil y a deux racines 
egales a pi; par consequent les equatjons £f| = 0, iZz^O, ... L^ = 0, 
//2 = doivent £tre satisfaites poar ia valeur (> = (),^ ainsi que leurs derivees 
completes par rapport ä (). Ces conditions reüdront nul le second niembre 
de r^qaatioD precedeote et Ton aura simplement : 

V' 

equaUoii absurde, paisque tous ses elemens sont essentieilement positifs. On 
ne peut douc pas sapposer que requation F(q) = ait deux racines egales. 

Nous remarquerons en terminant que Ia methode d'integration precedente 
est aussi applicable a des equafions simulttinees aux differences partielies d'un 
ordre superieur au second: et les integrales jouissenl aussi de proprietcs ana- 
logues a ceHes que nous venons de demontrer. 

Besancon, Mars 1853. 
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